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PREFACE.

Nous désirons, avant tout, expliquer pourquoi nous avons 0sé
écrire un livre sur les fonctions elliptiques, si peu de temps
aprés la publication du Traité que I'on doit & Halphen. Il va
sans dire que nous n’avons point la prétention de remplacer ou
d’égaler I'ceuvre de ce Maitre ; celle-ci est inachevée ; mais la par-
tie qui reste incompléte, qui était attendue avec impatience par
ceux qui aiment la Science pour elle-méme et pour sa beauté
propre, n'aurait pu avoir qu’un nombre restreint de lecteurs, que
peuvent contenter, dans une certaine mesure, les beaux fragments
publiés par M. Stieltjes : il ne nous appartient pas de compléter
I'ccuvre d’'Halphen.

(C’est un livre beaucoup plus élémentaire que nous avons tenté
d’écrire; ce sont les étudiants de nos Facultés que nous avions en
vue : nous avons essayé de faire un livre qui se raccordét avec
Penseignement qui leur est donné; s'ils peuvent, aprés nous avoir
lus, traiter des applications faciles et les pousser jusqu’au bout;
si quelques-uns d’entre eux complétent Jeurs connaissances dans
le livre d’Halphen, s’ils étudient en particulier les belles applica-
tions quiremplissent le second volume, s’ils se retrouvent sans
peine dans les Formeln und Lehrsitze sum Gebrauche der
elliptischen Functionen que M. Schwarz publie d’aprés les le-
cons et les notations de M. Weierstrass, s’ils lisent les Mémoires
fondamentaux d’Abel et de Jacobi, s'ils pénétrent enfin dans la
riche et admirable littérature des fonctions elliptiques et prennent
en particulier connaissance des recherches de Kronecker et de
M. Hermite, nous aurons entiérement atteint notre but.
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11 nous reste a faire connaitre 'ordre que nous avons suivi.

Nous avons réuni dans une Introduction les éléments de L
théorie des séries et des produits infinis qui nous ont paru indis
pensables. Les propositions fondamentales de la théorie des fonc
tions d’une variable imaginaire qui se déduisent de la considéra
tion des intégrales prises entre des limites imaginaires, proposition:
dont nous ferons largement usage, ont été, dans cette Introduc-
tion, systématiquement laissées de coté: elles sont, depuis long:
temps, inscrites dans le programme de la licence &s Sciences
mathématiques; elles sont partout trés bien enseignées et sont
développées dans d’excellents livres, qui sont bien connus. On
insiste souvent moins sur le réle que jouent, dans la théorie des
fonctions, les séries ordonnées suivant les puissances entiéres de
la variable, bien que Cauchy ait mis pleinement ce réle en lu-
miére (*). Il nous importait surtout d’exposer avec détail quel ques
uns des résultats essentiels obtenus par M. Weierstrass. Cette
Introduction, nous’espérons que beaucoup de nos lecteurs pour-
ront se dispenser de la lire en entier; mais si, dans la suite, ils
ont quelque inquiétude sur la rigueur de certaines démonstrations
¢l transformations, ils pourront y recourir.

Nous introduisons immédiatement la fonction ¢'u sous forme
de produit infini. Cette voie directe, qui est celle de M. Weier-
strass, nous a paru naturelle et facile dans P’état actuel de I’en-
seignement. Les propriétés essentielles de cette fonction et de
celles qui en dérivent sont développées dans le présent vol

Le volume suivant contiendra la théorie des fonctions & et les
théorémes généraux sur les fonctions doublement pgfiodiques,
déduits pour la plupart de la proposition céleh . Hermite

sur la décomposition en éléments simples. Il terminera ce qui se
rapporte au Calcul différentiel. Nous exposerons dans le Tome III
le probléme de l'inversion, les théories et les procédés qui con-
cernent I'intégration. Enfin, dans le dernier Volume, nous déve-

©(*) Il'y a déja longtemps qué M. Meray I’a exposé ‘Qune fagon systématique
dans son Precis.d’Analyse infinitésimale et dans une suite de beaux Mémoires
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lopperons quelques applications, d’une nature élémentaire, se
rapportant & des branches diverses de la Science.

Un des ennuis de la théorie des fonctions elliptiques est dans
la richesse méme des formules qu’elle comporte et que la mémoire
semble incapable de fixer. Il faut pouvoirrenvoyer a ces formules
et les retrouver facilement ; nous avons adopté, pour les plus im-
portantes, un systéme de numérotage auquel nous prions le lec-
teur de vouloir bien s’accoutumer. Il les retrouvera toutes, avec
leurs numéros, dans un Tableau dont la premiére partie paraitra
a la fin du Calcul différentiel : ce Tableau constituera comme
un résumé de la Théorie et facilitera beaucoup, nous ’espérons,
la lecture et l'usage de notre livre.

Les notations que nous avons adoptées au début sont, sauf
quelques 1égéres modifications sur lesquelles nous nous explique-
rons tout & I'heure, celles de M. Weierstrass; mais nous n’avons
pas cru devoir nous borner aux fonctions qu’il a introduites. Ces
fonctions sont, d’une part, trés propres & traiter de la facon la
plus simple beaucoup d’applications, beaucoup de celles, en par-
ticulier, qui se rapportent & la Géométrie et & la Mécanique.
D’autre part, elles se prétent trés bien, en raison méme de la
facon symétrique dont les périodes y figurent, & 'exposition d’un
trés grand nombre de propriétés, qui peuvent étre regardées
comme véritablement élémentaires. Il nous a donc paru qu’elles
constituaient un excellent point de départ. Mais, d’un autre c6té,
bien des propriétés, et des plus importantes, tant en Algébre
qu'en Arithmétique, n’apparaissent que lorsqu’on sépare les pé-
riodes : elles restent cachées 1a ou les périodes sont engagées
d’une fagon symétrique. La ol importe cette séparation des pé-
riodes, d’'autres notations reprennent l'avantage. Nous avons
done cru devoir laisser une place considérable a ces fonctions de
Jacobi, dont on a dit qu’elles ne joueraient plus qu’un réle his-
torique : & la vérité, ce réle serait encore assez beau. Il ne faudrait
pas s’étonner si la multiplicité des nolations se trouvait étre dans
la nature des choses et s’il convenait d’en changer suivant les
questions que ’on aborde. 1l semble d’abord que cette multipli-
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cité soit une géne et un ennui, il se peut qu’elle soit une ri-
chesse. Quoi qu’il en soit, nous avons mis tous nos soins a bien
expliquer comment les diverses notations se raccordent les unes
aux autres et & faciliter la lecture des principaux Mémoires et
Traités.

C’est le désir d’une parfaite symétrie qui nous a conduits 4 écrire
©;, Wg, g 12 o M. Weierstrass écrit w, — v’, o'. Cette modi-
fication n’altére pas les fonctions cu, o) u, ds u, o3 u : elle per-
met de condenser singuliérement les formules et d’en écrire une
seule lorsque, autrement, il faut en écrire trois. Ce changement
présente quelque inconvénient (*) : le plus grand, i nos yeunx,
est d’obliger 4 quelque attention le lecteur qui voudra se reporter
aux Formeln und Lehrsdtze (*) de M. Schwarz. C’est au lecteur
a juger si les raisons de symétrie, qui nous ont décidés et qui
sont évidentes, étaient assez fortes pour que nous nous permis-
sions de nous mettre un peu en désaccord avec cette belle publi-
cation, qui présente, i tant d’égards, un caractére définitif : c’est
aprés bien des hésitations que nous nous sommes résolus i ce

léger changement.
Paris, le 29 octobre 18g2.

Le lecteur, qui voulant se borner 4 un apercu de la théorie et acquérir
seulement les notions indispensables aux applications élémentaires des
fonctions elliptiques & la Mécanique, pourra, dans la partie du Calcul diffé-
rentiel contenue dans ce Volume, se dispenser de lire les n* 96,116, 117, 119~
et s’arréter a la fin du n°122, 4

“ -~
e

/|

k4

(*) Voir la note de la page 202.
(*) Voici le titre de I’édition francaise de ce Recueil : Formrles et Proposi-
tions pour l'emploi des fonctions elliptiques, d’aprés-des lecons et des notes

manuscrites de M. K. Weiersirass.



TABLE DES MATIERES

DU TOME PREMIER.

INTRODUCGTION.

CHAPITRE 1.
Des séries et produits infinis 4 termes constants.

Pages
1-10. Séries et produits infinis & simple entrée................. ..ol 1
11-19. Séries & double entrée........oviiuiniiinii i 14

20-22. Produits infinis & double entrée. ........ov oL 28

CHAPITRE 1I.

Des séries et des produits infinis dont les termes dépendent
d’'une variable.

23-28. Définitions et premiéres propositions. ..........eeeviiiiiiiaioann. 33
20-36. Séries entiéresen .......... PP o
37-50. Séries de S€ries entires. «.ovueiueere e iieiineinriecnraneenrieans 51
51-60. Continuation des fonCliONS.c.vryenrevniiiiiriiiei e 74
61-64. Application aux équations différentielles linéaires. ................. 92

CHAPITRE III.
Fonctions transcendantes entiéres.

65-69. Fonctions exponentielles et circulaires. ..........oooviiiiiinn s 101
70-76. Théorémes de M. Weierstrass et de M. Mittag-Leffler............... 114

CALCUL DIFFERENTIEL.

(1™ PARTIE)

CHAPITRE I.
Considérations générales sur les fonctions périodiques.



X TABLE DES MATIERES.

CHAPITRE II.
La fonction s u et les fonctions qui en dérivent.

86~ 93. Les trois fonctions o*u, {u, pu. L’argument augmente de 2Wpennes
94-103. Premicres relations entre les fonctions cu, {u, pu, p'thee........
104-109. Représentation de &% par un produit infini & simple entrée
110-122. Les cofonctions =, u, &, u, &, u

123-129. Transformation linéaire des fonctions o. — Substitution aux pe-
riodes primitives de périodes équivalentes. ....................
130-150. Transformation d’ordre quelconque des fonctions &*. — Substitu-

tion aux périodes primitives de périodes nouvelles liées linéai-
rement aux anciennes.. ....

FIN DE LA TABLE DES MATIERES DU TOME PREMIER.

ERRATA.

. . W, . W
Page 186, ligne 13, au lieu de —, lire 2s..
™ w2



ELEMENTS

DE LA THEORIE DES

FONCTIONS ELLIPTIQUES.

INTRODUCTION.

CHAPITRE 1.

DES SERIES ET PRODUITS INFINIS A TERMES CONSTANTS.

I. — Séries et produits infinis & simple entrée.

1. Si a désigne un nombre réel ou imaginaire, nous emploie-
rons l'expression valeur absolue de a, que I'on réserve d’ordinaire
au cas ou & est réel, avec le sens que 'on donne habituellement,
dans la théorie des nombres imaginaires, au mot module, qui a,
ailleurs, des significations diverses : cette valeur absolue sera dé-
signée par le symbole | a|.

Nous supposons connues les propositions élémentaires relatives
aux séries 4 termes réels ou imaginaires, lanotion de convergence
absolue, la possibilité de changer I'ordre des termes dans une
série absolument convergente et de grouper comme I’on veut les
termes d'une pareille série, chaque groupe ne comprenant qu'un
nombre fini de termes, enfin les régles relatives & I'addition et & la
multiplication des séries.

T. et M. —. L.
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Nous désignerons par le symbole

la somme d’une série convergente
Qi+ g Gt

Nous aurons souvent & considérer des suites de termes dans
lesquels 'indice, qui sert a distinguer les termes, peut prendre des
valeurs entiéres positives, nulles ou négatives : une telle suite
est donnée quand on se donne la loi qui détermine chaque terme
en fonction de l'indice.

Supposons essentiellement que les deux séries

QGQ+a; +a +...QAp ...,

A4+ Qog+...+—A-p—+...

soient absolument convergentes; nous représenterons alors par
I'un ou l'autre des symboles

n=-+o

Yo S

n=—cw n

le nombre obtenu en ajoutant les sommes de ces deux séries;
¢’est encore, sil’on veut, la somme de la série

ap+(@1+ 1)+ (Ga+ ag) +...+ (Gn+ap) +...,

dont le (n—+1)®"° terme est @, + @_p. On pourrait d’ailleurs
grouper les termes d'une infinité de maniéres.

On a besoin quelquefois d’exclure de la sommation un ou plu-
sieurs termes de la suite, le terme «, par exemple : on emploie
alors des signes particuliers que nous indiquerons plus tard.

Il peut étre utile de faire observer que tafacon dont rous avons
précisé la signification des précédents symboles rend incorrectes
quelques expressions dont 'usage est courant et dont nous nous
servirons nous-mémes & I'occasion quand elles ne pourront causer
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aucune ambiguité : dire que la série

S

n

est convergente ou absolument convergente semble inutile, puis-
que, autrement, P’emploi du symbole serait illégitime : dire que
cette série est divergente est encore plus incorrect. Dans ces fa-
cons de parler, ce n’est pas & la somme de la série qu'il faut pen-
ser, mais uniquement 4 la lo? de succession des termes de la série.
Pour que le langage fiit irréprochable, il faudrait employer des
mots différents.

2. Nous allons donner maintenant les proposilions élémen-
taires relatives aux produits infinis (*).
Considérons la suite infinie
I+ay, 1+dg, ..., I--dn,
et posons
Po=((+a)) @+ as)...(1+ap).

On aura évidemment
P,—Pu1=anPp—,

P,=1+4+ay -+ a2P1—|— aspg—l—. .« a,LP,,_I,

de sorte que, n grandissant indéfiniment, P, tendra ou non vers
une limite suivant que la série

14 a1+ a2P1+. ..+a,,Pn..1+ a,,_HPn ~+e..

sera convergente ou non, et cette limite, si elle existe, sera la
somme de la série.
Si cette série est convergente, le produit infint

(1+a))(1+as)...(1+ap)...

a donc un sens et 'on peut lui donner pour valeur la somme de

(*) On peut consulter sur ce sujet le Traité d’Analyse de Cauchy et le Mé-
moire de M. Weierstrass : Ueber die Theorie der analytischen Functionen
(Crelle, t. 51); nous empruntons emploi de la série que nous nommons égui-
valente 3 M. Mittag-Leffler (Acta mathematica, t. I, p. 30).
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la série : cette série est dite équivalente aa produit infini; @,
sy «vey Qny --- sODT les termes du produit infini; 1-4-ai,
4@y +o.y 14 @, --- en sont les facteurs. Toutefois, afin de
conserver aux produits infinis les propriétés essentielles d’un
nombre limité de facteurs, nous ne laisserons pas & la notion de

produit infini la généralité qui précede.

3. Avant de préciser les restrictions qui vont étre apportées &
cette notion, considérons le cas ol chacun des termes a, est réel,

positif ou nul. Les nombres P, Ps, ..., Py, ... sont alors posi-
tifs et au moins égaux & un; la série a termes positifs, équivalente

au produit infini

14 a1+ Ay Py—+. . .= anPpq+. cey

ne peut étre convergente que si la série

a1+ Ao+ 0.+ QAp .-

est elle-méme convergente. Réciproquement, si cette derniére sé-
rie est convergente, P, tend vers une limite quand 7 augmente

indéfiniment.

En effet, lorsque n augmente, P, ne peut qu'augmenter; afin de
prouver que P, a une limite pour 7 infini, il suffit donc de prouver
que P, reste toujours inférieur 4 un nombre fixe. Or imaginons

qu'on développe le produit
(1+ay) (1+ @) ...(1+an)
et qu'on l'écrive
14+ ay+ Aog+...+ Ap—+ A Qg ...+ Q1 3. .. Ap;

en posant
A=+ ay+...+an

et en désignant par A la somme de la série convergente
A+ as—+...—Q&p+...,
on voit de suite que l'on a

A A2 A
Po<i+ =l 28 et et
n 1 1.2+ 1.2...n<e <eh
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et la proposition est ainsi démontrée. Il est & peine utile de dire
que la série équivalente au produit infini, dans laquelle la somme
des n -1 premiers termes est égale & Py, est alors convergente.

Ainsi, lorsque les nombres a,, @, ..., @p, ... sont positifs ou
nuls, la condition nécessaire et suffisante pour que

Po=(+a)(1+as)...(1+an)
ait une limite pour r infini est que la série
a+aQy+...+Qp ...

soit convergente. Sil en est ainsi, cette limite, qui est la valeur
du produit infini '

(t+a)(1+ag)...(14+an)-~.,

se représente par le symbole

4. En supposant quon se lrouve dans les conditions précé-
dentes, nous allons démontrer que la valeur du produit infini est
indépendante de I'ordre de ses facteurs.

Supposons, en effet, que, en rangeant d’une fagon quelconque
les termes (tous positifs) de la suite

Ay, @, L] Qpq + vee

on obtienne la suite

et soit

Le produit d’autant de facteurs que Pon voudra pris, chacun une
fois, parmi les nombres 1+ a@p 0w 1+ by, est inférieur 4 P; donc
fe produit infini dont le ni®®® facteur est 1+ b, est convergent et
sa valeur est au'plus égale & P. D’autre part, si l'on choisit arbi-
trairement un nombre Q plus petit que P, on peut déterminer vn
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entier positif % tel que le produit
A+ a)(1+az)...(1+ap)
soit plus grand que Q; si la suite
b, by, ..., bz
contient tous les termes de la suite

a, ag, ceey  Qp,

le produit
([-I— b1)(I+ bz). ..<I+ bk)

dépassera Q; donc la valeur du produit infini
(I+b1)(1+bg)-..([+bn)...

dépasse Q : elle est donc égale a P.

5. Supposons maintenant que @i, @ay -y Any - - solent des
nombres quelconques, réels ou imaginaires : nous dirons que le

produit infini
(+a)(1+ag)...(1+az)...

esl absolument convergent, si la série
A+ Aagt...+ QAp +.. .
est absolument convergente.

Nous allons montrer que le produit P, des n premiers facteurs
d’un produit infini absolument convergent tend vers une limite
quand n augmente indéfiniment. Cette limite, qui est la valeur du
produit infini, se représente encore par le symbole

n=—oco

H(1+an).

n=1

Nous montrerons, en outre, que cette valeur ne dépend pas de
Vordre des facteurs et qu'elle ne peut étre nulle que si 'un des
facteurs est nul. Nous emploierons d’ailleurs, pour les produits
infinis comme pour les séries, les mémes expressions incor-
rectes (n°1) consacrées par l'usage.
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6. Faisons d’abord la remarque suivante : Si, dans un poly-
nome entier en a;, da, ..., @y, & coefficients réels et positifs, on
remplace @, @s, ..., @, par leurs valeurs absolues, on obtiendra
la somme des valeurs absolues des termes de ce polynome, et
cette somme sera supérieure ou égale & la valeur absolue du po-
lynome. Or le polynome

I+-ai+ay+...+Qp+ A Qy+...+— Q1 A2... Qp,

que 'on obtient en effectuant le développement de P, a ses coef-
ficients positifs : de méme, si m désigne un entier plus grand
que n, on voit de suite que le développement effectué de Py
contient, outre les termes qui figurent dans P,, d’autres termes a
coefficients positifs; il en résulte que, si 'on regarde P, — P,
comme un polynome développé et réduit, les coefficients de ce
polynome seront positifs. De 1 résultent les conséquences sui-
vantes :

Si I'on désigne en général par P}, le résultat obtenu en rempla-
cant, dans P, a,, a,, ..., ay par leurs valeurs absolues, on aura

PaZ[Prl, Pu—PoZ|Pu—Pn| (m>n);

il est 4 peine utile de dire que P,, — P, est positif ou nul. Des
inégalités analogues ont évidemment lieu, si I'on considére, & la
place de P, P, des produits formés avec un nombre fini de fac-
teurs pris dans le produit infini, mais qui ne sont pas les premiers
facteurs de ce produit, pourvu que la premiére expression con-
tienne tous les facteurs qui figurent dans la seconde.

Ceci posé, puisqu’on suppose convergente la série & termes po-
sitifs ou nuls

n=w

D laal,

n=1
le produit infini, & termes positifs ou nuls,

n=w

ITa+1ab

n=l

est convergent : soit P’ sa valeur. Puisque P, admet une limite
pour 7 infini, 4 chaque nombre positif ¢ correspond un entier po-
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sitif p, tel que ’on ait
’ ’ "
Pp— P <
sous les seules conditions
p>vzp;
on en conclut, d’aprés la remarque précédente, que, sous les
mémes conditions, on a
- [Py—Py<c
et, par conséquent, P, admet une limite pour n infini. Clest la
premiére des propositions annoncées.

7. Cette limite est indépendante de l'ordre des facteurs.

Supposons en effet que, en rangeant autrement les termes de
la suite a;, as, ..., @y, ..., on obtienne la suite b, b, ...,
by, . ... Le produit infini

n=cw

TTe+12a0

n=1

sera convergent et aura pour valeur P’ (n° 4); désignons en général
par Q) le produit de ses 7 premiers facteurs et par Q, le produit
des n premiers facteurs du produit infini

n=ew !

H(1+ ba),

n=1

produit infini qui est absolument convergent puisque la série

n=ow

ALY

n=1

est convergente, et dont il faut montrer que la valeur est égale
celle du produit infini

n—e

H([—l—a,,).

n=1

Puisque les deux produits infinis

n=owm n=ow

TTa+1an, JTa+12.0

n=1
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ont la méme valeur, on peut faire correspondre & chaque nombre
positif ¢ un entier positif p tel que 'on ait

[Qu—Pll<e

sous les seules conditions . > p, v > p. Orsil'on suppose p. assez
grand pour que tous les facteurs qui figurent dans P, figurent

aussi dans Qy, on aura, d’aprés une remarque antérieure,
) [ Qu—Py|<Qu—P,
et, par suite,
| Qu—Py| <.

Si donc P'on fait croitre p. indéfiniment, on aura, en désignant

par Q la limite de Qy pour w infini,
[Q—=Py|zs,

et enfin, en faisant croltre v indéfiniment,
[Q—P|ze.

Cest ce qu'il fallait démontrer.

8. Ilreste enfin a prouver que, si la série

ne peut élre nul que si 'un de ses facteurs est nul.
Supposons d’abord que I'on ait, quel que soit n,
lan] <13

nous allons montrer que P ne peut étre nul. On a, en cffet, en
conservant toujours les mémes notations,

1 @y as ) ( an )
=— = = I-— IR I 5
P, 1+ ay 1+ Qs 1+ ap
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d’ailleurs le produit infini

n=cw

H<l~ I—inan>

n=1

est absolument convergent : en effet, les séries & termes positifs

n=w n=ow

z 1 ina,, 1 21 | @l

n=1

sont convergentes en méme temps, puisque le rapport des termes
de rang n dans ces deux séries est [1-- @ |, quantité qui a pour
limite I'unité quand 7 augmente indéfiniment. Il résulte de 13 que
le produit des n premiers facteurs de ce produit infini tend vers
une limite; par conséquent, P, tend vers une limite qui r'est pas
nulle; c'est ce qu’il fallait établir.

Ne faisons maintenant aucune restriction sur les facteurs 1-- @p,
en supposant toujours convergente la série

n=xs

zlan]‘

n=1
Si l'on suppose m > n, on a évidemment
Pun=0+a;)(+ az)...(x—f—a,,)><(1+an+1)(1+an+2)...(t—|—a,,,),

d’ol, en faisant grandir m indéfiniment,

V=

P=(G(+a)(1+a)...(1+ an) I I (1+an+v),
v=1
or, puisque I’on a
lim. qy, = o,
b=
on peut prendre n assez grand pour que l'on ait, quel que soit v,

| @nav] < 15

dés lors le produit infini

V=w

]__I(:—|—a,,_,.v)

v=1
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aura une valeur différente de zéro; P ne pourra donc étre nul que

sile praduit
(14 a))(@+ay)...(1+ap)

est nul, et, par conséquent, sil’un des facteurs
I+a;, 1+, ..., 1+a,

est nul. C'est ce qu'il fallait démontrer.

9. Nous ajouterons encore la remarque suivante, relative a la
possibilité de grouper les facteurs d’un produit infini absolument
convergent.

Tout d’abord, si @, @, ..., an, ... sont des nombres positifs
ou nuls, on apercoit immédiatement la vérité de la proposition
sulvante :

Soient ny, ns, ..., np, ... des entiers positifs croissants; po-

sons
(t+a))(1+as)...0+ay) =1+ by,

(I+an1+1)(1+ a"1+2) e (I+ a’ﬂz) =1+ 627

Si le produit infini

n=cw

H(I—i—an) .

n=1
est convergent, il en sera de méme du produit infini

pP=w

| 52D
p=t1

et les deux produits infinis auront la méme valeur. C’est une con-
séquence immédiate des définitions.
Supposons ensuite que le produit infini

soit absolument convergent, les nombres @y, as, «..) @ny «--
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étant d’ailleurs réels ou imaginaires, et désignons par 1+ B,
1+By, ..., 1-Bp, ... ce que deviennent les premiers membres
des égalités qui définissent 14 by, 14 by ooy 14 bp; « - quand
on y remplace @, @, « -+, Anpy « -+ par leurs valeurs absolues.

L’égalité

by=ai+as+ ... +ap+ardr+ ...

et les égalités analogues montrent que ’on a

Bu2|ba] (2=1,2,...)

Le produit infini

p=o

[la+1a)

p=1

étant convergent par hypothése, il en sera de méme, en vertu de
ce qui a été établi plus haut, du produit infini

| J ICER:PE
p=1

la convergence de la série

qui résulte de la convergence du produit infini précédent, entraine
la convergence de la série

p=o

Z]b.ﬂl;

p=1

on voit donc d’abord que le produit infini

est absolument convergent. Mais il est manifeste que le produit
des p premiers facteurs de ce produit infini, qui est formé des n,
premiers facteurs du produit infini
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ne peut avoir d’autre limite que la valeur de ce dernier produit
infini; on peut done, dans ce produit infini, grouper les facteurs
comme il a été expliqué. D’ailleurs, puisque, dans un produit in-
fini absolument convergent, on peut changer I'ordre des facteurs,
on voit que le groupement des facteurs peut étre fait d’une facon
arbitraire, pourvu que chaque groupe ne contienne qu’un nombre
limité de facteurs.

10. Ainsi les propriétés essentielles des produits d’un nombre
limité de facteurs se conservent dans les produits infinis absolu-
ment convergents. Il n’en est pas de méme des produits infinis qui
ne sont pas absolument convergents. C’est pourquoi nous ne con-
sidérerons ici que des produits infinis absolument convergents et
c’est 14 la restriction que nous avons annoncée.

Nous adopterons pqur les produits infinis absolument conver-
gents des notations analogues i celles que nous avons adoptées.
pour les séries. Ainsi, si les deux séries

Qo+ a1 +Qy = veo +=Qp 4+ ...,

Ay Qg eee = Qe ..

sont absolument convergentes, nous représenterons par le symbole

H (14 ap)

n

le produit des valeurs des deux produits infinis

]‘_[(H-an), H(r—!—a_n);
n=0 n=1
on aura d’ailleurs
II (14 an) = (14 a) H [(1+ an) (14 a—p))]
n n=1

et 'on pourrait adopter une infinité d’autres modes de groupement
des facteurs.



14 INTRODUCTION.

II. — Séries & double entrée.

11. Nous avons considéré jusqu'ici des suites
@y, Qgy  vovyr Qpy  oan

de nombres qui dépendent uniquement d’'unindice, chaque indice
indiquantle rang que le nombre qui en dépend occupe dans la suite::
nous allons maintenant considérer des ensembles infinis de nombres
dont chacun dépend de deuz indices; un quelconque de ces nom-
bres sera représenté, par exemple, par le symbole ay, g, o, B étant
des nombres entiers. Donner un pareil ensemble, c’est donner la
loi qui détermine un terme quelconque lorsque l'on connalt ses
deux indices et leur ordre. On peut d’ailleurs supposer, sur les
indices «, B, qu’ils peuvent prendre indépendamment toutes les
valeurs entiéres et positives, ou toules les*valeurs entiéres posi-
tives, nulles ou négatives; on peut aussi supposer que l'un d’eux
ne prend qu’'un nombre fini de valeurs, ou encore convenir d’ex-
clure telles combinaisons d'indices que I'on voudra, d’aprés une
loi arbitraire.

Sil'on imagine un plan indéfini décomposé en carrés par des
paralleles & deux axes rectangulaires, distantes de 'unité de lon-
gueur, de telle fagon, par exemple, que le centre de I'un des carrés
soit & l'origine et que les coordonnées de tous les autres centres
soient deux quelconques des nombres o, =1, =2, =3, ...; on
peut inscrire chaque nombre @, g dans celui des carrés dont le
cenlre a pour abscisse « et pour ordonnée f3; on aura ainsi con-
stitué un tableau & double entrée; des cases en nombre fini ou
infini peuvent d’ailleurs rester vides.

12. Il convient tout d’abord de remarquer qu’un tableau  double
entrée ne constitue pas quelque chose d’essentiellement distinct
d’une suite indéfinie de nombres rangés linéairement, ou dont
chacun ne dépend que d’un indice (*). En d’autres termes, étant
donné un tableau & double entrée de nombres @y g, on peut
en ranger les éléments dans une suite linéaire by, bs, ..., b,, ...

(*) Cest la un cas particulier de propositions générales développées par
M. Cantor.
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de telle fagon qu’on puisse trouver pour chaque élément ay, g du
tableau le terme &, qui lui est égal et réciproquement.
Considérons, en effet, les divers systemes (*) non exclus de
deux nombres entiers (o, 3); nous allons montrer qu’'on peut
établir entre ces systémes et les nombres entiers positifs 1, 2, . . .,
n, ... une correspondance telle que, 2 chaque systéme, corresponde
un entier positif et un seul et que, & chaque nombre entier positif,
corresponde un systéme non exclu et un seul; une correspondance
satisfaisant & ces conditions est dite univoque et réciproque. Cette
correspondance établie, il suffira de convenir que I'on a

QAq,B = oy

toutes les fois que le systéme («, B) et Pentier positif 7 se cor-
respondent, pour avoir transformé le tableau 4 double entrée en
une suite linéaire, ou la suite linéaire en un tableau & double
entrée.

Quant & la possibilité d’établir une telle correspondance, on la
mettra en évidence, sil’on veut, comme il suit.

Essayant de ranger sur une méme ligne tous les systémes diffé-
rents non exclus, on conviendra, par exemple, de placer sur cette
ligne le systéme (a, B) avant le systéme (o, §') si la somme des
valeurs absolues des nombres «, § est inférieure & la somme des
valeurs absolues des nombres o, §'; il ne restera plus alors qu’a
indiquer comment on range sur cette ligne ceux des systémes non
exclus pour lesquels la somme des valeurs absolues des nombres
qui les composent est égale 3 un nombre entier positif donné N.
Or ces systémes sont en nombre évidemment fini, et I'on pourra
adopter pour les ranger telle loi que I'on voudra; en supposant,
par exemple, que I'on ait

laf+|Bl=]c|+]F1

on pourra convenir de placer le systéme (a, §) avant le systeme
(of, B') sila premiére des différences o —a, P'— B qui n’est pas
nulle est positive. Dés lors tous les systémes possibles sont rangés

(*) Nous entendons par systéme de deux nombres I'ensemble de ces deux
nombres, ensemble dans lequel il faut tenir compte de Pordre de ces nombres.
Deux systémes de deux nombres sont identiques si les éléments de ces systémes
sont les mémes et sont rangés dans le méme ordre.
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d’une facon déterminéde; d’abord vient le systéme (0, 0) s'il n’est
pas exclu, puis les systémes (—1, o), (0, —1), (0, 1), (1, 0), puis
ceux pour lesquels la somme des valeurs absolues des éléments est
égale a deux, puis les systemes pour lesquels cetie somme est égale
i trois, etc.; il suffit maintenant de faire correspondre chaque
systéme & son rang dans la suite linéaire ainsi formée pour réaliser
la correspondance univoque et réciproque dont il a été parlé plus
haut.

On voit tout ce qu'il y a d’arbitraire dans la fagcon dont on a
établi celte correspondance et il est manifeste qu’elle aurait pu étre
stablie d’une infinité d’autres fagons. En particulier, la représen-
tation géométrique qui a été décrite précédemment fournit aisé-
ment des moyens de réaliser celte correspondance ou, ce qui revient
au méme, de désigner sans ambiguité chaque case du tableau par
un seul entier positif au lieu de la désigner par les deux entiers a,
qui sont les coordonnées de son centre; on donnera, par exemple,
le n° 1 a la case (0, 0) qui contient l'origine; puis, tournant ane
premiére fois autour de cette case & partir du carré qui ason centre
sur la partie positive de 'axe des z, on affectera des n™ 2, 3, 4,
3, 6,7, 8, g les huit cases (1, o), (1, 1), (0, 1), (— 1, 1), (—1, o),
(—1, —1), (0, —1), (1, —1); puis, tournant une seconde fois
aulour des cases précédentes, on donneralesn® 10, 11, ..., 25 aux
seize cases (2, 0), (2, 1), - - -, (2, —1). On continuera de la méme
fagon; au rie@e tour on affectera des n°

(ar—1)241, (2r—1)%+2, ..., (2r+1)?,

les 87 cases que I'on rencontre.

Dans tous les ensembles de nombres @q,8 que nous consi-
dérons, nous supposerons toujours, pour simplifier le langage,
que les indices «, 3 puissent prendre toutes les valeurs entitres
positives, nulles ‘et négatives, sans exclusion. On devra alors poser
g, = o quand le systéme particulier («, 3) est exclu, ou bien, si
'on préfére ne pas introduire ces termes nuls, on supprimera,
dans les sommations dont il va étre question, les termes a,,g qui
correspondent aux systémes d'indices (a, ) exclus.

13. Soit donc un ensemble de nombres a, g. Supposons qu’on ait
adopté entre les divers systémes (a, 3) formés avec deux nombres
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entiers positifs, nuls ou négatifs et les nombres entiers positifs
1, 2, ..., 1, ... une correspondance univoque et réciproque
telle que l'une de celles qui ont été décrites plus haut, puis que

I’on fasse
aq,8 = bn

toutes les fois que le systéme (=, 8) et le nombre 7 se correspon-
dent; alors la suite linéaire

by, by, ...y bpy ...

contiendra une fois chacun des nombres a, g et ne contiendra pas
d’autres nombres.

Inversement, étant donnée une pareille suite linéaire, on peut en
disposer les éléments dans un tableau & double entrée.

Supposons d’abord que tous les nombres @y g et, par suite,
tous les nombres b, soient positifs ou nuls.

On dira que ces nombres ay, g sont les termes d'une série con-
vergente & double entrée, si la somme d’autant de termes que
l’on veut pris parmi ces nombres, chacun n’étlant pris qu’une fois,
reste toujours inférieure & un nombre fixe A; dés lors il est clair
que la série & termes positifs ou nuls

bl—l— bg+...+ bp—+...

est convergente et que sa somme S est au plus égale 4 A. .

Réciproquement, si cette derniére série est convergente et a
pour somme S, la série & double entrée est aussi convergente,
d’apreés la définition précédente, puisque la somme d’autant de
termes que I'on veut pris dans le tableau 4 double entrée est
inférieure & S. On peut d’ailleurs prendre, dans la suite b,,
bay vy byy ..., ou dans le tableau, assez de termes pour que
leur somme dépasse tel nombre que I'on voudra, inférieur a S. 11
en résulte que la somme S est indépendante du mode spécial de
correspondance que I'on a adopté entre les systémes (o, 3) et les
entiers positifs 7. C’est le méme raisonnement que l'on emploie
pour prouver que, dans une série convergente & termes positifs ou
nuls, on peut intervertir 'ordre des termes; c’est, au fond, le
méme théoréme. '

Nous dirons parfois que S est la somme de la série & double
entrée.

T.etM.— 1.
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14. Ceci posé, on va prouver les propositions suivantes :
1° Les séries & termes positifs ou nuls

3 et

B

sont convergentes.

Nous rappelons, une fois pour toutes, ce qui a éié dit aun° 1,
qu'un pareil symbole désigne le nombre obtenu en ajoutant les
sommes des deux séries

( Qa0+ Qg1 =gz ero Qg8 e

(Lo;,.—i—l— Qg —2 o+ au,—ﬁ+~ .o

=,
B
la série & termes posttifs ou nuls

(2) s

o

)

2° Soit

est convergente et sa somme est égale @ S.

Les séries (1) sont convergentes, comme toutes celles dont les
termes figurent, chacun une fois au plus, dans la suite by, by, - ..,
bpy - .., et leurs sommes sont, au plus, égales & S. L’emploi des

symboles Zaa,g, Sq est donc légitime : il est commode de dire
8

que s, représente la somme de tous les termes du tableau &
double entrée qui figurent dans une méme ligne horizontale.

Soient p et ¢ deux entiers positifs. Désignons par le sym-
bole s, ¢ la somme

B=+q
Ay, B = Ao, —g+ Aoy —g+1+ oo Aot 0+ Qg 1 == Ao =. o -+ Qg g5
B=—9q

il est clair que les nombres sy, 4, tous inférieurs & S, vont en aug-
mentant quand « reste fixe et que le nombre positif ¢ va en aug-
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mentant; quand ce nombre augmente indéfiniment, sy 4 a pour
limite s,.
Désignons par le symbole &, , la somme

a=+p

2 Sa,q = S—p, g S—p+1,g . - o S0,g 7+ 51,4+ Sz, o o+ Sp g
O=—p

dp,q peut aussi étre regardé comme la somme de tous les nombres
@y, g, dans lesquels le premier indice est, en valeur absolue, infé-
rieur ou égal & p et dont le second indice est, en valeur absolue,
inférieur ou égal & ¢. Ce nombre, positif ou nul, ¢, ,, est donc
aussi au plus égal a S, quels que soient p et g. D’ailleurs, ¢, , ne
peut qu’aller en augmentant quand I'un des indices augmente;
lorsque, p restant fixe, g augmente indéfiniment, 6, , tend donc
vers une limite au plus égale & S. Cette limile n'est autre chose

que la somme
u=+p

A==p

par conséquent, la somme d’autant de termes que l'on voudra,
pris, chacun une fois, parmi les nombres sq, est au plus égale
a 8. Il en résulte que la série

2

<1

est convergente, et que sa somme est au plus égale & S. Il est aisé
de voir qu’elle est précisément égale & S, car elle dépasse tout
nombre B inférieur & S. On peut prendre, en effet, dans le ta-
bleau, assez de termes pour que leur somme dépasse B, ce qui
revient 4 dire qu’on peut prendre p et g assez grands pour que
Gp,q dépasse B; mais la limite, pour p infini, de o, ne peut pas
étre inférieure & &p_g4; cette limite est donc supérieure a B.
On a donc, en résumé,

Il est clair que, au lieu de faire la somme s, des termes conte-
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nus dans chaque ligne horizontale, puis la somme

L=+

e

o=—

de toutes ces sommes partielles, on aurait pu aussi bien faire fa
somme de tous les termes contenus dans chaque ligne verticale,
puis la somme de toutes les sommes partielles ainsi obtenues. En
d’autres termes, on a aussl

B—:.—l—w d=+

33 )

B_—:—m o =—o0

On écrit souvent, d’une fagon plus abrégée,
S =2 Gg, 85
o

en n’indiquant pas l'ordre dans lequel s'effectuent les somma-
tions.
Réciproquement, si, étant donné le tableau de termes positifs
ou nuls ay g, les séries Sa=z g, 8 SONt convergentes, ainsi que
g
la série 2 S, et que l'on désigne encore par S la somme de cette

24
derniére série, on voit de suite que la série & double entrée est

convergente, parce qué la somme d’autant de termes que I'on
veut, pris dans le tableau, ne peut dépasser S; alors la série

b1+ bg"l"..-—i— bn,+..-

est forcément convergente. Sa somme est donc égale & S, d’aprés
le théoréme qui vient d’étre démontré.

13. Plagons-nous maintenant dans le cas général ol les nom-
bres aq, g sont quelconques, réels ou imaginaires.

On dira que la série & double entrée, dont les termes sont aq,g,
est absolument convergente, sila série 3 termes positifs ou nuls,
dont les termes sont | a4, g/, est convergente.
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Supposons qu’il en soit ainsi ; la série
bi4+byt+.o.+bp+...,
dont les termes sont toujours les nombres @, g rangés dans une
suite linéaire, est alors absolument convergente. Désignons-en

encore la somme par S, et.soit 8 la somme de la série & termes

positifs ou nuls
| b4] + | ba] ...+ | ba] +...,

On a alors les théorémes suivants :

LY

B

sont absolument convergentes.

1° Les séries

Cela résulte immédiatement de ce que 'on a démontré, dans le
numéro précédent, que les séries

Dlang]
B

sont convergentes.

2° Soi¢

5a=2 aq,B;
g
S

o

la série

est absolument convergente, et sa somme est égale a S.

Si l'on pose, en effet, p et g désignant toujours des nombres
entiers positifs quelconques,

B=t+g B=+q

Sa,q = 2 Qa, Bs Sa,q = E | @a, |,
B=—q B=—q
U=+p o=+p

Spg= 2 Say g Pq= 2 5a, g

U=—p oL=—p
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il est clair que U'on aura, pour chaque entier positif p et chaque
entier positif g,
[sa,q| S5, 1 9p el 29,45

d’ailleurs s, est la limite, pour ¢ infini, de sy, 4. Si donc on dé-
signe par s, la limite, pour ¢ infini, de s;,,, on aura nécessaire-

ment
| sa| S 55

Mais, d’aprés le ‘paragraphe précédent, la série & termes positifs

ou nuls
X

o

est convergente; donc la série
poL
®

est absolument convergente. Il reste & prouver que sa somme est
égale & S.

Or si, aprés avoir choisi les entiers positifs p et ¢, on choisit
Ientier positif m, supérieur & tous les entiers positifs qui corres-
pondent & ceux des systémes (o, §) pour lesquels on a

le|Sp,  [BlSgs
il est clair que la différence
by+ by ..+ by —Gp g

ne sera autre chose que la somme d’'un certain nombre de termes
du Lableau @y, g; on aura donc

1614+ by .ccdbp—Spgl S| b1+ b2l +. .+ 1bm| — D g

le second membre étant, de lui-méme, positif ou nul. Faisons
croitre m indéfiniment; cette inégalité ayant toujours lieu, on en
déduira

|S—0p,ql£8'— 0%, 45

si 'on fait ensuite croitre ¢ indéfiniment, ¢p 4 et o}, , tendront
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respectivement vers leurs limites

o=+p o=+p

o= Do = Dk

=—p U=—p
et I’on aura donc
IS —dplSS'—c).

Mais, lorsque p augmente indéfiniment, o), a pour limite 5'; il
faut donc que ¢, ait pour limite S. En d’autres termes, on a

U= ﬁ=+cn

S=§Sa= 2 Z Qo, B =azgaa,f3-

o=—00 ﬁ:—w

Il est & peine utile de faire observer que l'on pourrait effectuer
les sommations partielles par lignes verticales, au lieu de les effec-
tuer par lignes horizontales, et encore d'une infinité d'autres ma-
niéres, en raison de ce que la correspondance entre les sys-
emes (o, B) et les entiers positifs 1, 2, ..., n, ... est arbitraire,
ou encore, en raison de ce que les termes de la série

bi+by4...+bp+...
peuvent étre rangés arbitrairement. Au fond, on est parvenu & une
généralisation compléte du théoréme sur la possibilité de grouper
arbitrairement les termes d’une série absolument convergente, la
restriction que le nombre de termes contenus dans chaque groupe

est fini étant supprimée : il peut y avoir un, plusieurs, une infi-
nité de groupes qui soient eux-mémes des séries.

16. Il peut étre utile de faire observer que si, étant donné le
tableau 4 double entrée a4, g, on savait que les séries

Sy, =2 @B
B

sont absolument convergentes, ainsi que la série
S
o

on ne devrait pas en conclure que la série 4 double entrée dont les
éléments sont | @, g| est convergente.
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17. Comme application du théoréme général qui vient d’étre
démontré, signalons ce fait que, si deux séries

U~ Ug oo o+ Uyt n oy
01+92+...+0§+...

sont absolument convergentes, il en est de méme de la série a
double entrée dont le terme général est uq¢g, les indices a, 3 ne
pouvant prendre ici que des valeurs positives. En rangeant ensuite
les termes de cette série a double entrée en une série linéaire, de
facon que les termes, dans lesquels la somme des indices est la
méme, se suivent, on retrouve la régle ordinaire de la multiplica-
tion des séries.

18. Voici une autre application trés importante dans la théorie
des fonctions elliptiques.
Soit
Ax2 o pzy +vy?
une forme du second degré dont les coefficients X, w, v soient
réels ; supposons, de plus, que celte forme soit positive, c'est-
a~dire que I'on ait
A>o0, Av—p2>o,

en sorte que, quelles que soient les valeurs réelles que l'on mette
dans la forme & la place de 2, y, on trouve un résultat positif,
sauf dans le cas ot I'on ferait z = o, ¥y = o.

Nous supposerons qu'on remplace z, y par les divers systémes
de deux nombres entiers positifs, négatifs ou nuls (a, 8), en ex-
cluant toutefois la combinaison « =0, §=o0, et nous considé-
rerons la série & double entrée dont le terme général est

1
(Aa2+ 2 paf + vB2)p’

cherchons pour quelles valeurs du nombre positif p cette série
est convergente.

Pour faire correspondre les systémes de nombres entiers (o, 8)
aux nombres 1, 2, ..., 7, ..., nous adopterons I'un des procédés
expliqués au n°® 12, et qui consiste essentiellement & ranger,
sur une méme ligne horizontale, les systémes («,'8) pour lesquels
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on a

() lal+[B]=m,

m étant un entier positif. L’équation
z+y=m

admet »2 + 1 solutions distinctes olt &, ¥ sont Ges uvwwics en-
tiers, positifs ou nuls : en tenant compte de ce que les systémes
(2, B), (—a, B) ne sont distizzcts que si o est différent de zéro, on
en déduit que ’équation (1) admet 4m solutions distinctes. Ceci
posé, la suite linéaire des quantités (o, 3) sera formée en plagant
d’abord les quatre systémes pour lesquels |a|+| @] est égal & un,
puis les huit systémes pour lesquels la méme quantité est égale &
deux, ...; de cette facon, le tableau 4 double entrée est remplacé
par une série linéaire & termes positifs ; cette derniére série sera
convergente ou divergente en méme temps que la série dont on
obtient le m*®¢ terme c,, en réunissant dans un méme groupe les
4m termes de la série primitive pour lesquels [a |-+ | £ ] est égal
a m. Nous allons évaluer des limites supérieures et inférieures
de ¢p- :
On a
N+ 2paf + 982 = 3 O+ u$)2+)—‘”%”—2ﬁ2

Wy — p2
- %(v@ +pa)?—|——‘——-&a?;

désignons par g le plus petit des nombres positifs

Ay — p? Ay — p?
3 ’ w0

et par /i le plus grand des nombres J, ||, v; on aura, en suppo-
sant
la]+|Bl=m,

et en remarquant que 'un des nombres o, {3 est en valeur absolue

. . m
au moins égal &

hm? 2 a2+ 2 pafl + vB2 > gm?;
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par suite

im 4m
gPmp <cem< 70 2P

Or la séric
n=cw
- I
2w
n=1

est convergente quand on a 7 > 1, divergenle quand on a r<13; la
série dont le terme général est ¢, sera donc convergente quand on
aura 2p —1>>1, ou p > 1, divergénte quand on aura p<1. Il en
sera de méme de la série & double entrée.

On arriverait 4 la méme conclusion en utilisant la représen-
tation géométrique décrite au n° 12et le mode de correspondance
obtenu en tournant successivement autour des cases; on réunirait
alors les termes qui se suivent dans un méme tour.

Ceci posé, désignons par @, o/, b, &' des nombres réels quel-
conques, tels cependant que ad'— &'b soit différent de zéro, de
sorte que, si I'on pose

A=a-+ai, B=b+1

A et B soient deux nombres quelconques soumis i cette seule
restriction que leur rapport ne soit pas réel, et envisageons la
série & double entrée dont le terme général est

I
(A +EB)’ .

n étant un entier positif fixe; o et $ peuvent prendre toutes les
valeurs entiéres positives, négatives ou nulles 2 l'exclusion de la
combinaison & = o0, § = o.

La valeur absolue de la quantilé précédente sera

1

2

(Ao + 2 paf 4 vB2)E
ol l'on a posé, pour abréger,
L=a’+a? p=ab+a'b, v=02+b";

mais alors la forme
Azt4opzy + Vy?
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est positive, car la quantité
W —p2 = (ab—a'b)?
est positive, puisque ab'—a'b est supposé différent de zéro;
nous sommes donc, pour la série des valeurs absolues des termes

de la série & double entrée considérée, dans le cas précédent ; la
série des valeurs absolues est convergente sil’on a

- I
5 b

divergente dans le cas contraire.

Ainsi, sous les hypothéses précédentes, la série & double entrée
dont le terme général est
I
(xA -+ BB)»

est absolument convergente quand I'entier n est égal ou supérieur
a trots ; elle n’est pas absolument convergente pour les valeurs
de n égales a un ou a deuz.

19. On pourrait encore considérer des séries a entrée pP'¢ dont
les termes

Qo By s A
dépendraient de p indices a, B, ..., X. On montrerait qu’il est
possible d’établir entre les systémes de p nombres entiers
(o, By -5 A)
et la suite des entiers positifs 1, 2, ..., n, ... une correspon-

dance univoque et réciproque, fondée par exemple sur le fait que
I'équation
la|+]B]+...+]| 2] =m,

olt m est un entier positif, n’a qu’un nombre limité de solutions; le
reste de la théorie de ces séries s’établirait comme pour les séries
a double entrée. Le lecteur pourra, par exemple, s’exercer a géné-
raliser la premiére partie du théoréme établi dans le paragraphe
précédent, en considérant 4 la place d’une forme quadratique po-
sitive & deux variables une forme quadratique positive & p va-
riables.
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III. — Produits infinis 4 double entrée.

20. On peut considérer des produits infinis & double entrée
comme des séries & double entrée.

Reprenons les notations antérieures et supposons les termes
@y, 8, Ol o, B peuvent prendre toutes les valeurs entiéres, positives,
nulles ou négatives, rangés suivant une suite linéaire by, bs, ...,
Duy oone .

Le produit infini & double entrée

II(H— aq,B)
o f

sera dit absolument convergent si la série & double entrée dont
le terme général est a,, g est absolument convergente ; la valeur
de ce produit infini est, par définition, celle du produit absolu-

ment convergent
n=—w .
P = I I ([—I— b,,).

n=1

Nous allons prouver que cette valeur peul étre obtenue par des
régles analogues a celles qui concernent les séries a double entrée.

21. Supposons d’abord que toutes les quantités @y, soient
positives ou nulles.

Le produit d'autant de facteurs que l'on veut, pris parmi les
quantités 1+ a, g est au plus égal 2 P. On peut prendre assez de
facteurs pour que leur produit dépasse tel nombre que l'on veut
inférieur a P:

Soient p, ¢ deux entiers positifs : posons

f=+q

T4 ly g = n I+ ag,g)= (14 ag—g)(1=+ @u,—g+1)- - (T Gg,0)
B=—q

X (1+ ag,1) (14 age) .--(1+@a,q)s
. o=+p

i hpg= [ [+ ) = G+ lop ) G+ Loprtyg) oo (1 log)
oL=—p

XU+ lg) (1+lyg) ...(0+1pg);
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1+ hp,4 peut aussi étre considéré comme le produit de tous les
facteurs 1 - @y, g pour lesquels on a

lalsp, [BlSg;
lu,qy hp,q sont positifs ou nuls et 'on a
1405 4SP, 14)p ,SP.

Quand ¢ augmente indéfiniment, 1+ /; 4, qui augmente avec ¢,
tend vers une limite 1+ /y, etl’on a

1+la=H(I+au,g),
B

ot le second membre représente, comme il a été expliqué (n° 10),
le produit des valeurs des deux produits infinis dont les facteurs
s’obtiennent en faisant varier, dans a4, 3 de 0 & +ccetde —1
A — oo.

D’ailleurs, si dans I'inégalité

I+)\p’q;I)

on fait croitre ¢ indéfiniment, on voit, en se reportant & la défi-
nition de 1+ X, , que les 2p + 1 facteurs qui le composent ten-
dent respectivement vers

I+l p, Tl pige ooey, 14+,
1+1;, 14y, ceey 11y,

en sorte que l'on a

Comme les nombres /, sont positifs ou nuls, on en conclut que le

produit infini
[Ja+w

est convergent et a une valeur égale ou inférieure & P. Mais cette
valeur ne peut étre que supérieure & 1k, 45 or, si I'on se
donne un nombre positif B<C P quelconque, on peut, d'une part,
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prendre n assez grand pour que le produit
(14 8;) (1 +b2) ... (14 ba)

dépasse B et, d’autre part, prendre p, ¢ assez grands pour que
tous les facteurs qui précédent entrent dans la composition de
1+ hp 4 quisera dés lors supérieur & B. Donc, la valeur du pro-
duit infini, étant supérieure & B, est nécessairement égale a P.
Remarquons en passant que la convergence de la série 4 termes

positifs ou nuls
2k
o

résulte de la précédente analyse.

22. Supposons maintenant que les quantités a4, g étant quel-
conques, réelles ou imaginaires, la série & double entrée dont le
terme général est | aq g| soit convergente. Conservons les mémes
significations aux quantités o, 4, Ap, ¢ €t posons

f=+g

1+l = [ J +1ax8D

f=—q

d=+p

““7‘;'7,7 =H(1+ lyq)

o=

H(1+aa’@)
g

esl absolument convergent & cause de la convergence de la série &

termes posit.ifs
2 [ “a,Bl .

3

Le produit infini

La valeur de ce produit infini est lalimite 1+ 4y de 1+ ly,q pour ¢
infini, et 'on peut poser encore

1+la=H(1+aa,p).
g
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Si Pon fait de méme

v+ =+ laash
B

on aura évidemment
1] 22,

Mais, d’aprés le numéro précédent, la série
H )
2
]
est convergente; il en est donc de méme de la série

pALA

et, par suite, le produit infini

JJo+w

est absolument convergent. Nous allons prouver que sa valeur est
égal 2 P.

Choisissons, & cel effet, un entier n assez grand pour que tous
les facteurs 1+ @y, g tels que 'on ait

[«]5p,  [BlSg¢

figurent parmi les facteurs
14+by, 1+byy ..., 1+by;

désignons par P, le produit de ces facteurs et par P, le produit

des facteurs
I+lbili 1=+ 1bal, ..y 1]bal.

D’aprés un raisonnement déja employé (n° 15), nous aurons alors
[Po—(1+2kpq) |$P,—(1+ )‘;;,q)’

d’ot1, en faisant croitre n indéfiniment et en désignant par P’ la
limite de P;, pour ~ infini,

[P —(1+Ap,q) | S P’—§I+)‘;;,q)’
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puis, en faisant croitre ¢ indéfiniment,

a=+p o =<+p
P—H(I-I—-Z“) §P’-—-I | (1= 1).
a=~ﬁ o=-—p

Mais, lorsque p augmente indéfiniment, la limite du second
membre est zéro; on a donc finalement

Pour la méme raison
B=+w Ma=+ow

P = ]:[ li[@‘*amﬁ ’

ﬁ_—a Cle=—c0

en sorte qu’on peut grouper, soit d’abord par lignes horizontales
et réunir en un méme produit infini les produits partiels ainsi
obtenus, soit d’abord par lignes verticales et réunir en un méme
produit infini les produits partiels ainsi obtenus. On pourrait en-
core effectuer ces groupements partiels d’une infinité d’autres
maniéres.
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CHAPITRE II.

DES SERIES ET PRODUITS INFINIS DONT LES TERMES
DEPENDENT D'UNE VARIABLE.

I. — Définitions et premiéres propositions.

23. Nous n’avons considéré jusqu’ici que des séries ou des
produits infinis dont les termes ou les facteurs dépendent unique-
ment de leur rang ; nous allons considérer maintenant des séries
ou des produits infinis dans lesquels ces termes ou ces facteurs
dépendent d’une variable z réelle ou imaginaire.

Considérons tout d’abord une telle série

S=uj+us+...+up+...,

t

et supposons qu’elle soit convergente pour chaque valeur de z
appartenant & un certain ensemble défini comme on le voudra.
Alors la somme de cette série définit une fonction (*) dont la va-
leur est déterminée pour chaque valeur de z appartenant a cet
ensemble.

Désignons par S, la somme des » premiers termes et par R, le
reste de la série limitée au terme u,, c’est-a-dire la somme de la

série convergente
Up+1—+ Unyo—t+ Uppg .o

la série proposée est dite uniformément convergente pour les

(*) Nous entendrons le mot fonction sans épithéte, dans ce sens: la variable ¥
est fonction de la variable indépendante z, si la valeur de ) est déterminée
quand on se donne la valeur de z. Cette signification du mot fonction est trés
différente de celle qu’il prend dans 'expression fonction aralytigue.

T.et M. — I. 3
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valeurs de x appartenant & 'ensemble considéré (1), si, & chaque
nombre positif e, on peut faire correspondre un entier positif 7
tel que, sous la seule condition
n>r,
Pon ail
Is—snf =|R| <5

quelle que soit la valeur de z appartenant a I'ensemble considéré.

De méme, si, pour toutes les valeurs de z appartenant a un
ensemble, le produit

est absolument convergent, on dira qu’il est en outre unifor-
mément convergent pour toutes ces valeurs de z, si, & chaque
nombre positif ¢, on peut faire correspondre un entier 7 tel que,
sous la seule condition
n>r,
l'on ait, pour toutes les valeurs de # appartenant 3 l'ensemble
considéré
[P—P,|<e,

en désignant par P la valeur du produit infini et par P, le produit
de ses n premiers facteurs.

D’aprés cette définition, on voit que le précédent produit, sup-
posé absolument convergent, est uniformément convergent si la
série équivalente 4 ce produit

1+ 4+ s Py usPo+ .- wa Py -

est uniformément convergente.

9%, S’il existe une suite de nombres positifs ou nuls
81y &2 ey Eny -
tels que la série
g1+g‘g+...+gn+. ..

soit convergente, et que U'on ait, quel que soit n, et quelle que

(%) Plus briévement, uniformément convergente dans Iensemble considéré.
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soit la valeur de z appartenant & Uensemble considéreé,

| &n| S &n
la série
e T R
est absolument et uniformément convergente pour toutes les
valeurs de xz appartenant & ’ensemble considéré et il en est de
méme du produit infini (')

n=ow

H(I+ Un).

n=

Que la série soit absolument convergente, cela est évident,
puisque chacun de ses termes est moindre en valeur absolue que
le terme correspondant d'une série convergente & termes positifs.
D’un autre c6té, si l'on se donne un nombre positif ¢, on pourra
déterminer un nombre positif 7 tel que I'on ait

Errt+ rat Freg ... L8
on aura donc, quel que soit p, sous la seule condition n2 7,

| ent1 ~+ Upra oo o+ Unsp | <,

e, par suite,
[Ra|<e,

et cela quelle que soit la valeur de z appartenant a I’ensemble

considéré.
Pour ces mémes valeurs, le produit infini

est absolument et uniformément convergent, comme on s’en con-
vainc de suite en comparant la série équivalente & ce produit a la
série équivalente au produit convergent

n=e

H(I—i—gu).

n=1

(*) WEIERSTRASS, Abhandlungen aus der Functionenlehre, p. 70.
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Mais il importe de remarquer plus généralement que si, pour un
ensemble de valeurs de z, la série & termes positifs

[ws] +]us|+oeo[un] =+

est uniformément convergente, et st sa somme reste inférieure
& un nombre fize A, le produit infint

sera absolument et uniformément convergent pour cet en-
semble de valeurs de z, ainsi que la série équivalente

T ug+ ug P+ o+ U Prg oo

En effet, les quantités Py, Py, ..oy Pry .oy P sont toutes infé-
rieures en valeur absolue &
B = eA:

or, 4 chaque nombre positif ¢, on peut faire correspondre un
entier r tel que, sous la condition »>r, on ait

€
| uu}""[“n—m["“ Upia | +--. < B—;
on aura donc, sous les mémes conditions,
[ tnPr—1] +'[ Unt1Pr |+ I Unso Praa | +.. . <

et cela quelle que soit la valeur de z appartenant & Pensemble
considéré.

95. Considérons un ensemble (E) de valeurs de # jouissant de
la propriété suivante : Quelle que soit la valeur z, appartenant &
l'ensemble considéré et quelque petit que soit le nombre positif e,
il existe des valeurs de z appartenant & l'ensemble (E) et telles

que Pon ait
|2 — 2o [ <e.

L’ensemble (E) pourra éire constitué, par exemple, par I'en-
semble des valeurs de 2 figurées par les points d’un arc de courbe,
ou par les points d’une aire limitée par un contour simple.
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Si f(z) est une fonction de z définie pour toutes ces valeurs
de z, on dira qu’elle est coniinue pour Iensemble (E)si, & chaque
nombre positif «, si petit qu’il soit, I'on peut faire correspondre
un nombre positif § tel que 'on ait

/(@) —f(2) <«
pour toutes les valeurs z, z' de I'ensemble (E) telles que 'on ait
o —a' | <B.

26. Ces définitions rappelées, supposons que, pour I'ensemble
(E), les fonctions w,, s, ..., U, -. . de la variable 2 soient con-
tinues et que la série

U=+ Us—+. oo+ U+

soit uniformément convergente. La somme de cette série sera
alors une fonction f(z) définie et continue pour cet ensemble.

Soit, en effet, S,(z) la somme des n premiers termes de cette
série, R, () le reste ; on aura

S(z) = Sz (2) + Ru(2).

Puisque la série est uniformément convergente, on peut, & chaque
nombre positif ¢, faire correspondre un entier n tel que l'on ait

|Ra(2) [ < 3

pour toutes les valeurs de z appartenant a (E); n étant fixé, on
peut, & cause de la continuité de- S,(x) qui est manifeste dans
'ensemble (E), faire correspondre au nombre ¢ un nombre po-
sitif 7 tel que, pour toutes les valeurs z, 2’ appartenant a (E) et
vérifiant la condition |z — 2’| <, on ait

I8a(@) = Sa(@) | < 5+

On aura donc, pour ces mémes valeurs de z,
|f(@) —F(2") | =] [Sa(@) = Sn(2")] + Ra(2) — Ru(#) [ <e.

C’est ce qu'il fallait démontrer.
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Si, en outre, la série est supposée absolument convergente, on
verra de méme que le produit infini

n—w

H(l+ Un)

n=1

définit une fonction continue de z pour I'ensemble (E).

27. Soient ¢(z), ¢(¢) deux fonctions réelles de la variable
réelle ¢, admettant dans l'inlervalle (2o, ¢,) des dérivées finies et
continues ¢/ (¢), ¥/(¢). Lorsque ¢ variera de ¢, & ¢,, le point dont

I'affixe est
z=o0(t)+i¥(1),

décrira un arc de courbe (C). Considérons 'ensemble (E) des
valeurs de « figurées par des points de (C) et soit, en général, F(z)
-une fonction continue de 2 pour 'ensemble (E) ; en remplacant,
dans cette fonction, z par ¢(z) + i ¥(¢), elle prendra la forme

B (1) i W(L),

® (¢), W(¢) étant des fonctions réelles et continues de ¢ dans 'in-
tervalle (2o, ¢;). Ceci posé, nous rappelons que ’on appelle inzé-
grale de F(z) prise le long de la courbe (C) et qu’on repré-

sente par le symbole
/ F(z)dx
Ja
I'intégrale

4
f [ (2) + i W(2)] [0 (£) + ¢ U/ ()] de

t

ty &y
= [ POIO—vOY@Old+i [ 20y +vE ¢ @] dr

L’existence des deux intégrales qui figurent dans le second

membre, intégrales out tout est réel, est certaine, en raison de la
continuité.

28. Soit maintenant une série

(1) U+ U+ Up ...,
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uniformément convergente pour 'ensemble (E) des points de la
courbe (C), et dont les termes soient des fonctions continues de «
pour ce méme ensemble. Désignons par F(z) la somme de cette
série, qui est (n° 26) une fonction continue de z.

Nous allons prouver que la série

(2) [uld.z'—‘r—fugdz—a—...—l—/undx—l—...,
Je C “/C

olt toutes les intégrales sont prises le long de (C), est convergente
et a pour somme
fF(x) de.
G

Si, en effet, on désigne par S,(z) la somme des n premiers
termes de la série (1), et par R,(z) le reste correspondant, S,(z)
et R, (z) seront des fonctions continues de z, et l'on aura

F(z)= Sn(z) + Ry(x),
L[F(x) dw =fCS,,(x)dx +fCR,L(x)dx,

.fS,l(z)d:c=fulclx+fzzgdx+...+fundx,
G [§ ¢ i

toutes les intégrales étant prises le long de l'arc (C). Ceci posé, a
chaque nombre positif ¢ correspond un nombre entier positif »
tel que I'on ait

[Ra(z) [ <,
sous la scule condition n2 7, et cela, quelle que soit la valeur de x
appartenant & I'ensemble considéré. On aura donc, en désignant
par @ la longueur de l'arc,

f R, () dz
g

Ainsi, la différence entre

i

< z5.

[F(m)qlx
e

et la somme des n premiers termes de la série (2) peut étre sup-
posée moindre, en valeur absolue, que tel nombre positif que 'on
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voudra, pourvu que 7 soit assez grand. Cela prouve, a la fois, que
la série (2) est convergente et que sa somme est égale &

fF(x)d:r.
c

Ce théoréme s’appliquera, en particulier, lorsqu’on saura que la
série (1) est uniformément convergente pour I’ensemble des va-
leurs de z, représentées par des points appartenant a une aire (A)
limitée par un contour simple (*), et que ses termes sont, pour
les mémes valeurs de z, des fonctions continues, la courbe (C)
faisant tout entiére partie de l'aire A.

II. — Séries entiéres en .
29. Considérons maintenant les séries de la forme
Ao+ A&+ A 224, . .- Ap T . ..,
ol &y, @y, A2y + . -4 Ap, - .. sont des nombres fixes donnés.

Nous donnerons & ces séries, qui jouent en Analyse un rdle
irés important, le nom de séries entiéres en z, et nous emploie-

rons le symbole
®(z)

pour représenter la somme d'une telle série supposée conver-
gente : la lettre @ peut d’ailleurs étre affectée d’indices, pour per-
mettre de distinguer des séries particuliéres. Enfin, quand aucune
ambiguité ne sera i craindre, nous pourrons employer le sym-
bole () pour représenter, non la somme de la série, mais la
série elle-méme, regardée seulement comme la loi de la succession
de ses termes; ainsi, nous ne nous interdirons pas de dire d'une
série déterminée qu’elle est divergente pour une certaine valeur
de z.

On doit & Abel deux théorémes sur les séries de cette nature,
séries qui jouent, dans la théorie des fonctions d’une variable
imaginaire, un réle prépondérant.

(*) A moins que I'hypothése contraire ne soit expressément énoncée, nous re-
garderons toujours comme faisant partie d’une aire limitée par un contour les
points intérieurs et les points du contour.
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30. Voici le premier de ces théorémes :

Si, pour 2 = b, la valeur absolue de chaque terme a,b" de
la série
R(z)=ay+ T +...+ apzt+...
est moindre qu’un nombre positif fize A, la série ®(z) est ab-
solument convergente pour toutes les valeurs de z dont la va-
leur absolue est moindre que celle de b.

Soit, en effet, &' un nombre positif moindre que |&|. La série
a termes positifs
1Y b2 b'r
A — o e A ...
(1) +Albl+Alb12—.- Albl"+
est convergente. Orles valeurs absolues des termes de la série ®(z)
sont, pour 'ensemble des valeurs de z qui vérifient la condition

|zt

moindres que les termes correspondants de la série (1); car les
suppositions

lanbn|SA, |2|SO
entrainent les conclusions

A Abd'n
l\anlélb'n’ [anxﬂlgr_b_l;:.

On pourra donc appliquer les propositions du n° 24, et I'on voit
que la série ©(z) est absolument et uniformément convergente,
pourvu que I'on ait

|z|2d,
¢’est-a-dire pour tous les points situés & {’intérieur et sur la cir-
conférence d’'un cercle décrit du point O comme centre, avec un
rayon moindre que | 4|

31. Si la série €(x) du numéro précédent est convergente
pour z =>, comme la valeur absolue de @,b” tend vers zéro
quand n augmente indéfiniment, il est clair qu'il existe un nombre
positif A tel que I'on ait, pour toutes les valeurs de »,

Az|a,dn|:
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donc la série sera absolument convergente pour tous les points
situés & U’intérieur du cercle décrit du point O comme centre et
passant par le point b; elle sera uniformément convergente &
Uintérieur et sur la circonférence de tout cercle concentrique au
précédent et de rayon moindre.

Différentes circonstances peuvent d’ailleurs se présenter :

Ou bien la série ®(2) considérée est convergente, quel que
soit z : telle est la série

P T e e
alors ©() est uniformément convergente dans tout cercle décrit
de l'origine comme centre, et méme dans toute aire limitée par
un contour simple. Cette série £(z) représente alors ce que 1'on
appelle une fonction transcendante entiére.

Ou bien la série ©(z) est convergente pour certaines valeurs
de z, sans I’étre pour toutes. L’ensemble des rayons des cercles
décrits du point O comme centre, et qui passenl par des points
pour lesquels la série est convergente, admet alors une limite su-
périeure R. Le cercle de rayon R décrit du point O comme
centre est le cercle de convergence de la série ®(z). La série est
convergente en tout point intérieur au cercle R; elle peut étre
convergente ou divergente en quelques points ou en tous les
points de la circonférence; elle est divergente pour tout point ex-
térieur. Elle est uniformément et absolument convergente pour
I'ensemble des points situés a I'intérieur ou sur la circonférence
d’un cercle concentrique au cercle de convergence et de rayon
moindre. L& ot elle est uniformément convergente, elle représente
une fonction continue. Signalons, comme exemples, les séries

N =0 n=ew n=oc
xrn xrn
1= Ex", I+ E —> I+ —
n n=
n=1 n=1 n=1

qui admettent toutes trois pour cercle de convergence le cercle de
rayon un, décrit du point O comme centre. La premiére est diver-
gente pour tout point de la circonférence de ce cercle, comme on
le voit en posant z = cos® 4 ising, et en remarquant que les
deux quantités cosnp, sinnyp ne peuvent avoir simultanément
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zéro pour limite quand n grandit indéfiniment. La seconde est
convergente, mais non absolument, pour tous les points de la cir-
conférence ('), sauf pour 2 =1. La troisiéme est convergente en
tous les points de la circonférence.

Observons qu’une série entiére en z pourrait n’étre conver-
gente pour aucune valeur de z autre que zéro : telle est la série

r4-1.222+1.2.328+. .. +1.2.3...n2%+...;

on dit alors que le cercle de convergence est de rayon nul.

(*) Cela résulte de la premiére des deux propositions suivantes, signalées par
M. Darboux dans son Mémoire sur les fonctions discontinues (Annales de UE-
cole Normale supérieure, 2° série, t, IV), et sur lesquelles on peut consulter
YIntroduction ¢ la théorie des fonctions de M. Jules Tannery, p. 96, n° 71).

Si Ja série & termes réels (qui peut étre divergente)

(1) a+a,+...+a,+...

est telle que la somme de ses n premiers termes reste, en valeur absolue, quel
que soit n, inférieure & un nombre fixe, et si les nombres positifs ¢, ¢, ...,
e . satisfont aux conditions

ny

(II) €, 25,28 2.,
(III) lim. ¢, = o,
n=ow
la série
(IV) acs,+a,s,+...+a,E,+. ..

est convergente.

Cette derniére série (IV) est encore convergente si la séric (I) est convergente
et si les nombres positifs ¢, ¢, ..., ¢ . satisfont seulement aux condi-
tions (II).

noe

I
On prendra, dans le cas actuel, pour ¢, ¢, €, ..., ,, ... les nombres 1, 3
I . P .
RIS I et, pour la série (I), I'une ou l'autre des séries (divergentes)

14 COS® + COS29 ...+ COSNP +...,
O—4sin@ +sin2o-+...+sinngp+...,

dans lesquelles les sommes des (n -+ 1) premiers termes

. N1 ne . n+1 . ny
Sin 0 cOs ~—"* Sin ~—— » sin —-
' 2 2 ! 2
3
sin 2 sin 2
2 2

restent finies quel que soit n, si ¢ n’est pas un multiple de 21
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Enfin, nous nous contenterons d’énoncer le théoréme suivant,
dont la démoanstration est immédiate.
An41
an
cercle de convergence de la série

a, pour n infini, une limite égale 4 R, le

Si le rapport

(1) B(2) =+ AT ...~ GrZ . ..

est de rayon R.

32. Supposons encore que la série entiére en z,
Rz) =G+ ..o @@+,

soit convergente pour z = b. On peut affirmer qu’elle est unifor-
mément convergente pour ’ensemble des valeurs de z apparte-
nant au segment de droite, qui va du point o au point b. C’est en
cela que consiste le second des théorémes d’Abel, dont nous avons
parlé.

Observons d’abord que I'on peul ramener le cas général au cas’
olt b est égal & un; il suffit, pour cela, de faire le changement de

variable
z = E b.

Quand le point z décrit le segment qui va du point o au point b,
le point £ décrit, en effet, le segment qui va du point o au
point 1.

Le second théoréme d’Abel consiste alors dans 1’énoncé sui-
vant :

St la série
(2) A+ Qo+ ..+ Qp+...
est convergente, la série entiére en z,

®(2) = @o+ AT + Q@24 .+ ApT 4. ..,

est uniformément convergente pour lensemble des valeurs
de x qui appartiennent & Uintervalle (o, 1), les limites de cet
intervalle n’étant pas exclues.

On sait déja, il est vrai, que la convergence est uniforme dans
I'intervalle (o, @), « étant un nombre positif plus petit que 1,
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mais les raisonnements qui précédent ne permettent pas d’atteindre
la limite 1.

Cherchons donc 4 prouver directement que, & tout nombre posi-
tif arbitrairement donné ¢, correspond un entier r, tel que, sous les

conditions
n>r, ozl

le reste Rn(2) de la série €(z), limitée au terme de rang r, soit,
en valeur absolue, plus petit que .

Comme la série (2) est convergente, au nombre ¢ correspond un
entier r tel que, pour n > r,

| Gnwt =+ @pos + .. .|,
c’est-a-dire | R, (1) | soit moindre que ;

D’autre part, si I'on pose

Uppy + Appg + oo o = an.(.p = dp,
et si1’on observe que &', est la différence entre

Rn(I) =Qp+1+ Apya+ ...
et
Rn+p(l) = Apsp+1 T+ Aptprs + ooty

on voit que I'on aura, quel que soit p,
[op| <e.
D'ailleurs les égalités précédentes donnent
Qnip = Gp—Gpy;
donc la somme des p premiers termes de R,(z), peut s’écrire

GL @+ 4 (G — G1) @+ oL+ (O — & py) ZPFP
= P+ (1 2) (G CaZ oo o Cpg ZP2) -k Gpa+P.,

Si la valeur absolue de x est plus petite que 1, le terme ¢, z7+?
tend vers zéro quand p augmente indéfiniment; on peut donc

écrire
Ru(z) = an+1(1—2)(0)+ &2 % -+ 32% + ...),
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et, puisque les valeurs absolues des quantités &p sont toutes
moindres que ¢, on aura, en supposant que soit positif et plus
petit que 1,

|Ru(2)| <anti(t—z)(e+ex -+ ex . ..);
or la série qui figure entre parenthéses dans le second membre, a

13 ..
pour somme T—=; 01 a donc, sous les conditions

n>r, oz <1,
| Ry ()| <szrtt e

En réunissant 3 cette inégalité celle que l'on 2 obtenue plus
haut, sous les conditions

n>r, Z =1,
savoir
IRa(1)] <5 <5,

on a bien démontré I'uniformilé de la convergence dans tout
V'intervalle (0, 1), les limites n’étant pas exclues.

A cause de cette uniformité, la somme de la série est une fonc-
tion continue dans tout intervalle considéré, sans en exclure la
limite 1; si donc 2 tend vers 1 par des valeurs positives inférieures
a 1, la somme de la série a pour limite la valeur de la somme dela
série pour £ =1, ¢'est-a-dire

Qg+ a1+ Ayt oo+ Gp ... H.

Par exemple, I’égalité

x
I

@18

log(1+2) = _Q_f;_“_’

(1) Liexpression précédente du reste permet d’aller un peu plus loin, ainsi
que M. Stolz I'a fait observer (Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik, t. IL).
En ne supposant plus & réel, mais en supposant toujours sa valeur absolue | |
moindre que 1, on a, en effet,

[r—z]
—z|’

[R,,(.z‘)l<lw["+’|1—a:|(s+s[z|+e]x]’+...)<s

et il est aisé de montrer que le facteur qui multiplie & reste moindre qu’un
nombre fixe, pourvu que l'angle aigu des deux directions qui vont du point x
aux points = et o reste moindre qu’un angle aigu fixe.
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établie pour les valeurs réelles de # moindres que 1, montre que
I'ona -

loge =

| o

-+

ol ot

I
2

En effet, la série du second membre est convergente, donc, en
vertu du théoréme qui vient d’étre démontré, lorsque le nombre
réel z tend vers 1 par des valeurs moindres que 1, la série

=8

z2 73
— + —
2 3

tend vers

-4

-] -
(SRR
[SUIC]
.

or, dans les mémes conditions, log (1 + z) tend vers log2; ona
donc bien
I

1
- — ...
2 3

10g2 =

—

33. Dans les deux paragraphes qui précédent nous avons sup-
posé la série entiére en x

V= ap+ - a4+

convergente pour z = b : lorsqu’on sait que la série est, pour
cette méme valeur, absolument convergente, les termes de la série
@ (z) étant, pour I'ensemble des valeurs de z qui vérifient la con-
dition | | <]b |, moindres en valeur absolue que les termes, tous
positifs, de la série convergente

[ao|+|a1[)i+...+|a,1b"[+...,

ou égaux A ces termes, on peut appliquer la premiére proposition
du n° 24, et I'on voit de suite, sans passer par le second théoréme
d’Abel, que, pour 'ensemble de ces valeurs, c'est-a-dire & U'inté-
rieur et sur la circonférence du cercle de rayon |&| décrit du
point o comme centre, la série est uniformément et absolument
convergente et représente une fonction continue. Ce cercle peut
d’ailleurs étre le cercle de convergence ou lui étre intérieur.

34. Le premier théoréme d’Abel (n° 30) nous renseigne sur la
convergence d’une série entiére d’aprés les valeurs absolues des
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coefficients de cette série. Inversement, la proposition qui suit et
qui est due & Cauchy nous donne un renseignement essentiel sur
les valeurs absolues des coefficients d’une série entiére que 'on sait
étre absolument convergente sur la circonférence d'un cercle.

La série @ (z) étant absolument convergente pour Z = b, suppo-
sons que 'on ait, en désignantpar A un nombre positif,

[®(z)|2A

pour tous les points de la circonférence du cercle décrit du point o
comme centre avec le rayon » = | b |; on aura alors

|an|SAr—n.
Partons, en effet, de 1'égalité

@(z)r—r—t= @zt 4+ @ T+ ...+ ATt

- Qpt = Apa® + o0 oy

il est clair (n°24) que lesecond membre sera une série uniformément
convergente pour I'ensemble des valeurs de z représentées par des
points situés sur la circonférence du cercle de rayon r=|[b]: on
pourra donc intégrer celte série, terme par terme, le long de cette
circonférence, ce qui donne

f‘f(m)m-n—ldm=ao/‘w—"—idw-l—aifw—"dx-l—...
c c c

+anfx—id:v+an+1/dx+an.‘_gfmdx—-l—-...,
JG /a G

toutes les intégrales étant prises le long de la circonférence. Pour
évaluer ces intégrales, on posera (n°27)

z=r(cost—+ isint),

dz=r [cos <t+§)+isin (t-\—:;ﬂ dt,

et Pon aura, en général, en désignant par p un entier positif ou

négatif, .
27
f.Z‘P([x':‘I‘P'Hf cos [(p+1)t+'7—t] dt
[+ 0 2

am
P+l f sin [(p A+ 1)+ 1—:] dt.
0

d’ou
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Si p est différent de — 1, les intégrales du second membre sont

nulles; si p=—1, le second membre se réduit & 2i7; on a
done (1)
1 ®(2) dx
*T gin J, @t
d’or
an) = — @<‘7)) dz
xll-l—l

mais la valeur absolue de ®(z)2z"~ est au p]us égalea Ar—ntet
la longueur du chemin d’intégration est 2w r; le second membre de
cette égalité est donc au plus égal & Ar—7, ce qu'il fallait démon-
trer.

35. Voici une conséquence importante de cette formule.
Si la série entiére en z

R(2)=ay+ a1+ @@+ ...+ apa® ..

est convergente quel que soit z, et qu'elle ne se réduise pas a la
constante @ , sa somme ne peut resler moindre en valeur absolue
qu'un nombre positif A pour toutes les valeurs de z.

En effet, I'inégalité

|an| S Ar-n,

si 'on pouvait y faire grandir r indéfiniment, montrerait que | a,|
peut étre pris plus petit que tel nombre positif quel’on voudra; on

aurait donc
laz| =0

pour toutes les valeurs de » a partir de 1.

On voit que, si'on se donne les nombres positifs A, B, il y a au
moins une valeur de z, telle que I'on ait

|z|>B, |%(z)]>A.

Cette propriété rapproche les fonctions transcendantes entiéres des
propricte rapp ! ¢
polynomes entiers en «. Il y a toutefois une différence essentielle :

() C’est aussi bien, comme l'on sait, une conséquence de la formule de

Cauchy . 1)
f(z):mfcz__—xdz.

T.et M. — L 4
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pour les fonctions transcendantes enti¢res on peut affirmer seule-
ment Dexistence d’une valeur de z salisfaisant aux conditions pré-
cédentes; pour les polynomes, au contraire, si I’on se donne A, on
peut trouver un nombre B correspondant tel que toutes les valeurs
de x qui vérifient la premiére inégalité vérifient aussi la seconde.

36. Soit

Pr)= o+ QT+ Q@2 4.+ AL e

une série entiére en x, convergente pour les valeurs de # telles
que l'on ait

l#| <R;
®(z) est alors une fonction continue dans tout cercle de rayon R/
moindre que R; on a d’ailleurs

%(0) = ao;
si donc @, n’est pas nul, on peut fixer un nombre 8, inférieur ou
égal a R/, tel que l'on ait

| &(2)—T(0) | < | ]

ourvu que l'on ait
p q 5

A

[#]

Pour les valeurs de # qui vérifient cette condition, £(z) ne sera
jamais nulle.
Si les coefficients @,, ai, . - -, @p_s sont nuls sans que a, le soit,
on aura
q(’(z) = 2‘1’(“1, -+ Qp+1Z -+ (Zp-q-gz‘z —+.. -),
et I'on voit qu'il existera un nombre positif & tel que, parmi les
valeurs de # qui vérifient 'inégalité

[#]<3,

2éro soit la seule pour laquelle &(z) s'annule. Par conséquent,
pour que £(z) s'annule en une infinité de points distincts dont
I'ensemble admette zéro pour limite ('), par exemple pour tous

(1) On dit que des points appartenant & un ensemble infini admettent & pour
limite si, quelque petit que soit ¢, il existe dans le cercle décrit du point &
comme centre avec un rayon égal 4 ¢ une infinité de points appartenant & I'en-
semble.
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les points d'un arc de courbe qui aboutit au point o, il faut que
tous les coefficients a,, a;, @ay « -+, @y, - - ., soient nuls.
Par conséquent encore, pourtous les points d'un pareil ensemble,
deux séries
Qo=+~ 2+ A X2+ .. .+ AT+ ..,

bog+ bz 4+ byz? ...+ bpzt+...

ne peuvent avoir les mémes valeurs sans étre identiques, c’est-
a-dire sans que l'on ait @, = b, pour toutes les valeurs de ~. 11 suf-
fit, pour s’en convaincre, d’appliquer la remarque précédente a
la série .
agy—bo+(ay—by) z+...+ (ap—bp)z+. ...

III. — Séries de séries entidres.
37. Soit
L—=c
U+ U+ Ug . o+ Up— ... = 2 Uy

=0

une série dont les termes sont des séries entiéres en x, en sorte
que l'on ait, en désignant par a,,g des consilantes,

Ug= Ao+ Bt @ =+ o+ Qg g2B+... (a=0,1,2, ...).

Si le rayon du cercle de convergence de chacune des séries uq

est supérieur ou égal & un nombre positif fixe A; si en outre la
U=o

série E 1, est uniformément convergente pour l'ensemble des
=0

valeurs de z qui satisfont & la condition

2| <A,

==
la somme de la série proposée 2 uq sera, pour ces mémes valeurs
=0
de z, une fonction ¢ () parfaitement définie. Nous allons mon-
trer que cette fonction peut, pour ces valeurs de z, éire déve-
loppée en une série entiére en £,

bo+biz+...+bpn+. ..,
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et que les coefficients de cette série sont donnés par la formule
U=
bp= @B+ @1, g pte = 2 @y, Bs
o%=0
la série qui figure dans le second membre étant convergente. On
L=

voit que, sous les conditions requises, la série Z uy peut étre
=0
traitée comme s'il n’y avait qu'un nombre fini de termes.

38. Iy a un cas important et fréquent dans les applications o
le précédent théoréme est évident : c’est celui ou la série & double
entrée, dont les termes se déduisent de

| aq,p ABY,

en donnant & «, B les valeurs entiéres nulles ou positives, est con-

vergente.
Sl en est ainsi, la série & double entrée, dont le terme géné-

ral est
ay, 2B,

est absolument convergente, pour les valeurs de = qui vérifient
la condition |z |SA. En ajoutant les termes par lignes horizon-
tales, on trouve

==
2 aq,p @B = ug,
ﬁ::()
[
ot en réunissant les sommes partielles on retrouve la série Z Ug.
=0

Au contraire, en ajoutant les termes par lignes verticales, on

trouve
o= =0
Z agpah = z‘ﬁz @y, p=bp B,
=0 %=0

puis, en réunissant les sommes partielles, on forme la série
bot by ...+ bpaB4. ..,
U=
dont la somme est done égale 2 celle de la série z uy. Clest ce
=0
qu’il fallait démontrer.
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Pour que la série a termes positifs, dont le terme général est

|aq,gAB| <°‘=°7 1,2,...>’

B=o,1,2, ...

soit convergente, il faut et il suffit (n° 14) que les conditions qui
sulvent solent vérifiées :

1° La série a termes positifs
l@aol + a1 Al +[ag2 A2 | +...
est convergente pour chaque valeur de o.

2° En désignant par A, la somme de cette série, la série &

termes positifs
Ag+Ag+...+ Aa—l—-.-.

est convergente.
L=o
Observons que, s'il en est ainsi, la série 2 Uy est absolument
“=0
et uniformément convergente (n® 24) pour toutes les valeurs de =
qui vérifient la condition z<A, puisque, pour ces valeurs, on a

évidemment
| un | S AL,

en sorte qu’on est bien dans le cas du n° 24.
Observons encore que la série
bo—+ bz +...—bgab+...

reste convergente quand on y remplace les termes par leurs va-
leurs absolues et 2 par A, et que sa somme est alors au plus égale
4 la somme de la série

Ag+A i+, .. +Ag—+....

En effet, cette derniére somme n’est autre chose que la somme de
la série & double entrée et & termes positifs

O==c0 : 3:«: o=c
Y N lcupAbl= X A8 Y axsl;
a=0 B=0 B=o a=0
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et 'on a certainement

A== L=
lbal=| N axp | X laapl:
=9

2=0

Il importe de remarquer que si les conditions (1°) et (2°), impo-
sées dans le présent numéro a la série

A=
U+ Ug . = Uyt = 2 Uy,
a=0
sont vérifiées, elles sont encore vérifiées pour la série
Y==
- Iy A R z v
Y=0

dont les termes s'obtiennent en groupant ensemble, comme la
théorie des séries a double entrée permet de le faire, les termes

=00
L
de la série 2 Uy en nombre fini ou infini, en sorte que chacun
o=0
de ses termes figure une fois et une fois seulement dans quelque

Y=
terme de la série Z ¢y. En effet, si 'on effectue le méme groupe-
=0

ment sur les termes de la série
Ap+-A+ A+ - Ay+...,

on la transformera en une série de méme valeur
Qoo+ oy cloa+ .o+ g ...

d’ailleurs ¢,, qui estla somme d’un nombre fini ou infini de termes

A=
pris dans 2 Uq, est, d’aprés le théoréme méme que nous venons
=0 .
de démontrer, une série entiére en z, et la somme de cette série,
‘quand on y remplace les coefficients par leurs valeurs absolues
etz par A, est, d'aprés une observation qu'on vient de faire, au
plus égale & sy ; deméme pour g, .., vg; ... €L, ...y olog, .
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Y=w
Ainsi, la série 2 ¢y satisfait aux mémes conditions que la série
=0 -
= Y
S v
=0

39. Plagons-nous maintenant dans le cas général et supposons
seulement que, pour I'ensemble des valeurs de z qui vérifient la

condition
[z <A,

les séries entiéres en x
Uy = Qg o+ Bg 1 T +. ..+ az gab+. ..

U=
soient absolument convergentes et que la série 2 uy soit unifor-

=0
mément convergente (!).

La somme des (n + 1) premiers termes de cette derniére série
est une série entiére en z, convergente sous la condition |z|<<A;
nous la représenterons par

bao+bp 17 +...+bypgab+...,
en posant
bp,B= o, g+ @1, +...+ an,B.

Nous allons montrer que, si 2 grandit indéfiniment, b, gtend vers
une limite que nous désignerons par bg, puis, que la série

boy+ 0,2+ baz2+. ..
est convergente sous la condition [z | <C A et que sa somme est
égale a celle de la série
Ug—= Uy e a Up—ou.s
Puisque cette derniére série est uniformément convergente, on
peut, & chaque nombre positif ¢, faire correspondre un entier po-

sitif 7 tel que, si on désigne par n et n+ p deux entiers plus grands
que r, et d’ailleurs quelconques, on ait, pour toutes les valeurs

(*) WEIERSTRASS, Abhandlungen aus der Functionenlehre, p. 73.
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de z plus petites que A en valeur absolue,
| Ut 4 Untra+o oo Upap | <.

On a d’ailleurs, pour ces mémes valeurs de z,

o “=p

Upr1+ Uppo—t. o o+ Uppp = CQpig, 0+ E (225 R nR
«=1 %=1
oe=p

—l—-xﬁz Tpret, B+ - -

=1

A1

Soit p un nombre positif, moindre que A; I'inégalité précédente
ayant lieu pour tous les points de la circonférence du cercle de
rayon p et de centre o, on a (n° 34)

a=p
2 Qn+o, §59-3§
=1

la série
Ao, B+ @1, B+ . Qn, Bt

est donc convergente, puisque la somme d’autant de termes que
P’on voudra, pris aprés le terme de rang r, peut éire supposée
moindre, en valeur absolue, que tel nombre que l'on voudra.
Soit bg la somme de cette série, c’est-a-dire-la limite, pour » in-
fini, de la somme b, de ses n -1 premiers termes, et soit R, g
le reste correspondant & 4, g; on aura

b3 ="bnpg+Rnp; |Rap|SepB.

Cette derniére inégalité montre, par le premier théoréme d’A-
bel, que la série
Rpo0—+Rp 12 +...+ Ry gaB+...

est absolument convergente si la valeur absolue de 2 est moindre
que p; puisque p est seulement assujetti & étre moindre que A,
on voit méme que cette série est absolument convergente pour
toutes les valeurs de z qui satisfont & la condition

|z | < A.
Les séries
bno+bp1@+...A-bppab. ..
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et
Rp,0+Rpp2+...+Rupgab+...

étant convergentes, il en est de méme de la série
bo+byw+...+bgzb+...,

obtenue en les ajoutant terme & terme; il ne nous reste donc plus
qu’a prouver que la somme de cette série est égale & la somme de
la série proposée

U= Uy oo e Up—.n.,

Or, si p' est un nombre positif moindre que p, et sil’on a

[z]2¢,
la somme
[Ruol | Rp1@| 4.0+ [RygaB|+...,

ol 7 est toujours supposé plus grand que r, est inférieure &

1 I

a—|—sp—+...-+—sg-E = , = ¢,
P oB

Donc la différence

Ruo+ Rn1 2 +...+ Ry, paB+...,
entre la somme
bo+ b,z +. ..+ bgab+. ..
et la somme
Ug—+ Us ...~ Ug,
des n + 1 premiers termes de la série proposée, est, en valeur ab-
solue, plus petite que ¢'.
Sous la condition que z vérifie 'inégalité
EARTS

on a donc
ﬁ:_eo A=e

Z 552?3—2% <e-+ ¢
B=0

d’ott 'on conclut que, pour chacune de ces valeurs de z, le pre-
mier membre de I'inégalité précédente est nul, puisque le second
membre peut étre pris aussi petit qu’on le veut. Il en est de méme
évidemment, pourvu que z vérifie l'inégalité

|z | <A.

Cest ce qu'il fallait démontrer.
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40. Le précédent théoréme entraine une proposition analogue
pour les produits infinis. -
Désignons toujours par

Ug= Gy o+ Ay 1 &+ ..+ g 2B+ ..,

une série entiére en z, convergente pour les valeurs de z qui sa-
tisfont 4 la condition |z | << A. Supposons que, non seulement la
série

Ug—- Up— o=+ Upten .,

mals aussi la série & termes positifs
| wo] 4+ wr] 4o [ un| +. ..,

soit uniformément convergente pour ces valeurs de z, et que, en
outre, sa somme resle inférieure & un nombre positif fixe. Alors le
produit infini

n—"wx

P =H(1 + Uy)

n=0

sera absolument convergent et définira une fonction 1+ {(z),
4 () désignant une série entiére en z,

ko+kiz +...+ kgaB+.. .,
convergenle pour les valeurs considérées de z.
On peut, en effet, substituer & P —1 la série équivalente

uo—i—uiPo—l—...—l- lL”,P,L_i-I-...,

oP,_; estle produit desr premiers facteurs de P. Cette série (n°24)
est uniformément convergente pour les valeurs considérées de z ;
ses termes peuvent étre mis sous forme de séries entiéres en 2, en
appliquant la régle de la multiplication des séries; on aura ainsi

Uy= hoo+ho 1z ...+ hygeB+... (ko= a0 p),

UnPpo1=hy,o4 hn1% 4. ..+ hp g2b+.. .5

remarquons, en passant, que les coefficients %, g regardés comme"
des fonctions des a;,; peuvent étre mis sous forme de polynomes &
coefficients réels et positifs. En appliquant maintenant le théoréme
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précédent, on mettra la série équivalente & P —1 sous la forme

cherchée
ko=kyz+...+ /cg.m%—:—. ves
en posant
/;B= 110,5-1— 111,34—. = lz,l,re-%—. ey

ol la série qui figure dans le second membre est convergente. La
somme de celte série est la limite, pour n infini, de la somme de
ses n 4 1 premiers termes; cette derniére somme n’est autre chose
que le coefficient de 28 dans le développement de

U+ Wy Pyt Py = (1 o )14 1) oo (1T Un )— 13

kg n’est donc aulre chose que la limite, pour 7 infini, de ce coef-
ficient; en particulier &y -1 est la limite, pour 7 infini, de

P.(o)=(1=+ ago)(i+ayo) .. (1 Qnyo)

et, en supposant qu'aucun des nombres 1+ a@,,0 ne soit nul, A,
est la limite, pour 7 infini, de

ay,1 , i An,1
S L) S 1S S .10 B
1+ @y 1=+ @y [+ dpo]’

P,,(O)[

Ky
-+ Ay

la quantité entre crochets a donc pour limite - » en sorte que

la série

ap,1 a , dp,1
0t ot 4

. ee ..
14 Qy,0 1+ 0 [+ @n,o

.

est convergente et a POU.I‘ somme
1=+ ko

41. 1l convient d’examiner le cas particulier, qui correspond au
cas du n° 38, ol la série & double entrée, a termes positifs,

A= {3:::7

Y XlaxsAd]

%==0 B=0

est convergente. Il est aisé de voir qu’alors la série équivalente

aP—i,
Uyt lt1Po+...+ uILPll-l"—--':

satisfait, pour les valeurs de x telles que Von ait

lz[<A,
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aux conditions 1° et 2° du n° 38. En effet, en conservant d’ailleurs
les notations du numéro précédent, considérons le produit infini
a termes positifs

n=ow

Q=] Ju+4w,
n=1

et la série & termes positifs, équivalente 8 Q — 1,
Ao+ A1Q0+. R A,;Q,,._i—!—. ‘e

ot Q, est le produit des 7 + 1 premiers facteurs de Q. Le produit
A, Qu_i pourra, par des multiplications de séries, étre mis sous la

forme
Hn,o"‘ Hp 1A +...+ Hn“p,Aﬁ-i-. .

oltles Hp,g sontles mémes fonctions des | @;, ;| que les &, g des ;.
En vertu d’une remarque antérieure on aura donc

[ 7n, g[S Hp, g3
la série
[P0l = p, 1| A+ oot 2y, g | AB+. ..

est donc convergente et sa somme est au plus égale & A,Q._s.
D’ailleurs la série & termes positifs

Ao+ A1 Qo+...+A,Qp g1 +...

est convergente; la série équivalente & P —1 vérifie donc, pour
les valeurs de z qui satisfont & I'inégalité [z |< A, les conditions
1° et 2° du n° 38 et peut donc se mettre sous la forme

ko+Fyo+. ..+ kgaB+.. ..

Cest précisément le résultat que nous avons obtenu dans le nu-
méro précédent, pour le cas général.
Il est aisé de voir que, dans le cas qui nous occupe, la série qui

. k
fournit —— est absolument convergente.
1+ ko

Enfin, en vertu d'une remarque faite au n° 38, la série
ko kyw 4. ..+ kpaB+.. .,

quireste convergente quand on y remplace les coefficients par
leurs valeurs absolues et # par A, a alors une somme qui est au -
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plus égale a celle de la série
A0+A1Qo+..-—l—AnQn—1—|—...= Q-—-I.

Il convient de remarquer, comme dans le n° 38, que, si les con-
ditions imposées ici au produit infini

P=(1+up)(1+u)...(x+up)...
sont yérifiées, elles le sont encore pour le produit infini égal

(+wo)(1+w). .. (1+wi)een,

dont les facteurs s’obtiennent en groupant ensemble, en nombre
fini ou infini, les facteurs du produit P, ainsi que permet de le
faire la théorie des produits infinis & double entrée. En effet, si on
effectue le méme groupement sur le produit infini

Q=([+A.0)(I+A1>..-(I+An).-.,
on le transformera en un produit infini égal
Q=(1+Bo)(1+B1).:.(1+BL-)...;

d’ailleurs 1 - e, étant obtenu en faisant le produit d’un nombre
fini ou infini de facteurs de P, pris chacun une fois, w, peut, d’a-
prés le théoréme méme que nous venons de démontrer, étre mis
sous la forme d’une série entiére en z quireste convergente quand
onremplace tous ses coefficients par leurs valeurs absolues et dont
la somme est alors au plus égale & By ; de méme pour w,, ws, ...
et By, By, . ..; enfin la série & termes positifs

By+Bi+...+B;+...

est convergente; les conditions sont donc vérifiées pour le produit
transformé.

42. Nous allons maintenant déduire quelques conséquences
trés importantes de la proposition du n° 37.
Soit
R(r)=ay+a1% +...+ Qp@—+...

une série dont le rayon de convergence est R. Pour une valeur
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quelconque z satisfaisant a la condition
|z |<R,

la fonction ®(z) admet des dérivées premiére, seconde, etc., au
sens de la théorie des fonctions d'une variable imaginaire; c’est-

a-dire que I’expression
Qr--I—Qr)
h

tend vers une limite ®/(z) quand % tend vers zéro ('), que I'ex-
pression
Q'+ h)— D'(2)
h

tend, dans les mémes conditions, vers une limite ¢”(z), et ainsi
de suite. Les dérivées successives de €(2) ne sont autres que les
sommes des séries convergentes

1.4+ 20,2 4. ..+ na,en~t—4. .|
Toaay+2.3azx +...+(n—1)na,r*=2+4. ..,

Soit en effet z un nombre que nous regarderons comme fixe
dans ce qui suit et dont nous supposerons la valeur absolue X
moindre que R; soient Hun nombre positif fixe moindre que R —X
et % une variable qui reste en valeur absolue moindre que H. Dé-
signons enfin par Ay, Ay, ..., Ay, ... les valeurs absolues de «,,
@iy ...y Qp, -... D'aprés le premier théoréme d’Abel (n° 30) la
série 4 termes positifs

A+ A (X +H)4+...+Ap(X+H)r.. .,
est convergente et il en est de méme de la série

R+ nh)=ay+ai(z+h)+...+a(x+h)y1 .. .

(*) En d’autres termes, pour une valeur déterminée de z, au nombre € (z)
correspond un nombre %'(z) jouissant de la propriété suivante : & chague
nombre positif ¢, on peut faire correspondre un nombre n tel que l'on ait

Rz + h)— @ ()

n —®(z)| <

sous la seule condition

A
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On a d’ailleurs
n
ap(z+ h)n= a,zn+ < axrt=th, +...

n(n—1)...(rn—p-+1)
1.2...p0

-+ apan=PhP+...,

et la somme des valeurs absolues des termes du polynome en 4
qui figure au second membre, quand on y remplace 4 par H, n’est
autre chose que A, (X + H)". La série

Ay A X+H)+. .+ A, (X+H)yr+ ..,

étant convergente, on voit que la série ©(2 + %), oil'onregarde /4
comme la variable, se trouve dans le cas du n°® 38; elle peut étre
mise sous la forme d’une série 2 double entrée absolument conver-
gente, qui peut étre elle-méme ordonnée suivanl les puissances
de A. Les séries partielles

Ao+ AT+ .= AT ...,
1.0+ 2% ...+ na,zt1+4+...,
1.2a5+2.3a32 +...+(n—1)na,z" 2+, ...

. . ht A2
qui figurent comme coefficients de Ao, —s75 o sont absolument
convergentes et, en désignant les sommes de ces séries par (),

' (z), ' (x), ..., on aura

@2 + h)=R(2)+ ]—:9?'(:&')—0— T}—La—z@”(x)-l-....

Cette formule subsiste tant que I'on a
|k|SH.
On déduit de cette formule la relation suivante

&z +h)— (=) ’2_ 2@ _ @)+ h2 @ (). ..,

I.

qui montre, puisque le second membre est une fonction continue

de A, que l'on a
I Rz +h)— E(x)
m, ———
h=0 h

et ainsi de suite.

= @/(x):



64 INTRODUCTION.

Les séries @ (z), 4"(z), . - ., absolument convergentes tant que
I'ona
[#] <R,
ne peuvent étre convergentes pour une valeur b dex telle que 'on
ait
o] >R
Si @' (), en effet, était convergente pour = b, on aurait

lim.| na,b2|=o

n=wx
et a fortior:

lim.| anb”|=o0;

n=®
par suite la série £(z) serait convergente pour les valeurs de z
satisfaisant aux conditions

R<|z]<[b]-

Toutes les séries €(z), % (z), €'(x), ... ont donc le méme
cercle de convergence. Il peut d’ailleurs arriver que, sur la circon-
férence, la premiére série soit convergente sans que les autres le
soient : c’est ce qui arrive si I'on suppose

La série .
®Plz)+ i—l@’(x)+ [_h% R (@)t ..y

convergente assurément si I'on a
|2]SR =X,

peut étre convergente pour d’autres valeurs de %. Ce fait sert de
fondement 2 la théorie de la continuation que I'on développera
plus tard (n° 31-60); la proposition qui fait Iobjet principal du
numéro suivant résulterait immédiatement de cette théorie; toute-
fois nous la plagons ici pour ne pas interrompre la suite des idées.

43. Soit ®(z) une série entiére en z, convergente dans un
cercle C de rayon R et dont tous les coefficients ne sont pas nuls.
En un point 2, intérieur a C la fonction ?(z) ne peut pas étre
nulle ainsi que toutes ses dérivées.
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En effet, sil'on pose

r =+ h, | 2| <R—|=z],
on aura
Q" P(n)
Q)= @(x,)—v—ﬂ-)h—;— +M—‘-)hn+....
I I.2...1n

Supposons que ®(z) soit nulle ainsi que toutes ses dérivées pour
Z =z, ; alors le second membre sera nul quel que soit /; le pre-
mier membre sera donc nul pour toutes les valeurs de z qui véri-

fient la condition
|2 —a | <R—]a],

sous laquelle le développement de ®(z), suivant les puissances
de b =z — z, est légitime; c’est-a-dire que () sera nulle pour
tous les points z situés & I’intérieur du cercle C, déerit de z,
comme centre et tangent intérieurement au cercle C. Il en sera de
méme de toutes les dérivées de €(z), ainsi qu’on le voit soit en
regardant une dérivée comme la limite du rapport de 'accroisse-
ment de la fonction 4 I'accroissement de la variable, soit parce que
Von peut écrire pour les dérivées €' (z), €"(z), . . . des dévelop-
pements suivant les puissances de / analogues a celui de ®(z) que
nous venons de considérer. ’

Sile cercle Gy contient le point o, la fonction £(z) étant nulle
en ce point ainsi que toutes ses dérivées, tous les coefficients de
son développement suivanl les puissances de z devraient étre
nuls (n° 36), ce qui est contraire & ’hypothése. Si le cercle C, ne
contient pas le point o, on prendra & l'intérieur de ce cercle, sur
le rayon opposé 4 celui qui aboutit au point z,, un point z, pour
lequel on appliquera le méme raisonnement; ®(z) devra étre
nulle ainsi que toutes ses dérivées pour tous les points intérieurs
au cercle C, décrit de 2, comme centre et tangent intérieurement
4 C. Si le cercle C, contient le point o, la démonstration est ter-
minée; sinon, en continuant de la méme fagon, on parviendra évi-
demment & enfermer, au bout d’un nombre fini d’opérations, le
point o dans un cercle & l'intérieur duquel on saurait que la
fonction €(z) est nulle ainsi que toutes ses dérivées et l'on arrive
toujours a la méme conclusion.

44. Voici maintenant quelques conséquences imporlantes de
T.et M. —1I. 5
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cette proposition et qu'il faut rapprocher des résultats analogues
obtenus dans le n® 36 pour le point o.

Pour z = , la fonction @(z) peut étre nulle ainsi que ses dé-
rivées, @ (2,), €7 (z1), - - -; mais il existe une dérivée €7 (z;) qui
n’est pas nulle. En supposant que toutes celles d'un ordre moindre
solent nulles, on peut écrire :

®0) () Qurn+1) (g
__,.(_l_(z-_xl)ll+_____(__.l)_ (‘z-___wl)n+1+_“
1.2...7 1.2...(n+71)

Qx)=

ou

Q(z) = (z —z1)"P(z —21);
P(z— ) désignant une série entiére en (£ — Z,) qui n’est pas
nulle pour z =z, et qui est convergente dans le cercle C,;; on
dit alors que , est un zéro d’ordre n de £(z)-

Le point x,, intérieur au cercle G, ne peut pas étre la limite
&un ensemble infini de points pour lesquels £(z) s'annule, par
exemple z, ne peut pas appartenir a un arc de courbe, si petit
qu'il soit, en tous les,points duquel &(x) s’annulerait.

Deux séries entiéres en z, convergentes dans le cercle C, ne
peuvent avoir des valeurs égales pour les points d’un ensemble in-
fini admettant pour limile un point z, intérieur a C, par exemple
pour tous les points d’un arc de courbe intérieur & C, sans étre
identiques, c'est-a-dire sans que les coefficients correspondants
dans les deux séries solent égaux.

Enfin dans un cercle C' concentrique & C et de rayon moindre,
il ne peut exister une infinité de points distincts pour lesquels
@ (&) s’annule : si I'on considére, en effet, I’ensemble infini que
formeraient ces points, on voit qu'il admettrait nécessairement
comme point limite un point intérieur & ¢ ou situé sur sa circon-
férence (1) et dans tous les cas intérieur au cercle C.

s
43. Soit
Q@)= ay+ 1T+ ... + Q@+ ...

une série convergente dans le cercle C; la série

Or_ anei .

(22 ay
2)= —2 4+ —22+ ... +
Q( ) 1 2 + n-—1

(*) Clest une généralisation facile du théoréme de Bolzano (voir VlIntroduction
a la théorie des fonctions, de M. J. Tannery, p. 42, n° 38).
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sera convergente au moins dans le méme cercle, car si, pour une
valeur particuliére de x, |a,2” | tend vers zéro quand n augmente

. D’ailleurs, la dérivée

9'(z) de la série 9 (z) est égale & &(z); les deux séries &(z),
9(z) ont donc le méme cercle de convergence (n°42). Enfin, on
peut démontrer que, sur la circonférence méme, la série 9 () est
convergente aux points ou la série ®(z) est elle-méme conver-
gente (!); mais inversement, comme nous 'avons déja fait obser-
ver dans le n° 42, sur la circonférence, la convergence de 9 (x)
n’entraine pas celle de £ ().
De I'égalité

. . . R «a
indéfiniment, il en est de méme de (#f zn

9(z) =% ()
résulte la conséquence suivante : si I'on considére un arc de
courbe v, intérieur au cercle C, défini par la relation
z=9(f)+ ()

ot la variable réelle z doit varier de 7, & ¢, et ou 9(¢), ¢(¢) sont
des fonctions réelles de ¢, admettant les dérivées ¢'(¢), ¢/(¢), on
aura, en prenant l'intégrale le long de I'arc vy et en désignant par
Zy, z; les extrémités de cet arc qui correspondent aux valeurs ¢,
¢ de ¢,

f@(w) dz =9 (z1) — 9(20) (%).
|

46. Reprenons les notations du n° 37 et considérons 4 nouveau

(1) C’est une conséquence de la seconde des propositions énoncées dans la note
du ne 31.

(*) Nous rappelons rapidement la démonstration de cette proposition, afin
d’éviter, dans Pesprit du lecteur, toute confusion entre les intégrales relatives
aux variables imaginaires et celles qui se rapportent aux variables réelles.

Si, pour les valeurs de z que définit la relation z = ¢ (¢) + iy (), on a, en
désignant par ®(z), W(2), ®,(¢), W,(¢) des fonctions réelles,

D (@) = @ (&) + W (), 9'(z) = B(z) = @,(t) +iV¥,(¢8),
on aura ‘

£ (2@ = (@) [ (1) + ¥ ()]

. L
: @ (8) + T (£) = [@,(£) + 1%, (£)] [¢'(2) + 9/ (0)]
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une série

Ug~ Uy eve +Up—+ - .-
dont tous les termes (') sont des fonctions de # satisfaisant aux
diverses conditions imposées dans ce n° 37. La somme ¢(z) de
cette série peut, comme on ’a vu plus haut, étre mise sous forme
d’une série enliére en z pour les valeurs de la variable qui satis-

font a la condition
' lz|<A;

et, par suite,

1 %4"(#)=‘P.(t)(?’(t)-—‘1",(t)v'(t),
w(8) =@, (£) ¢ (8) + W, () 9" (£)-

’
Drailleurs on a, par définition
’ bl

iy
/@(x) do = f [®,(2) @' (2) — ¥, (&) ¢ (2)]de
Y ty

LA
AR XCTICE XORAOEE
ty

or les intégrales qui figurent dans le second membre ayant le sens de la théorie
des fonctions d’une variable réelle, on voit, en tenant compte des égalités (1),
que ces intégrales sont respectivement égales &

@) —P(2), W) —¥ (L),

ce qui démontre I'égalité
[ 0(@) do = AU ~ Uz
Y

On aurait pu établir le méme résultat en partant du théoréme démontré au
n° 28. En supposant la courbe vy intérieure & un cercle C' concentrique 3 G et de
rayon moindre et en se rappelant que, dans ce cercle ¢/, la série € () est uni-
formément convergente, on voit quon pourrait écrire

f@(m)dx:aafdx+a,fxdx+...+a,,fw"dx+...;
Y Y Y Y

il resterait A établir les égalités

xrdr = I (.Z‘"'” — $n+1)
Y n-1- -t o

qui sont, au fond, des cas particuliers de 1’égalité que nous voulons démontrer,
mais qu'il est facile d’établir directement en se reportant a la définition des in-
tégrales prises le long d’une courbe.

(*) Nous écrirons u,(z 4 la place de », quand nous aurons besoin de mettre
la variable en évidence.
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elle admet donc (n° 42) pour ces valeurs, des dérivées ¢'(z),
o’ (z), . ..; nous allons montrer que, sil’on désigne par Uppy Uy + v o
les dérivées successives de la fonction z,, dérivées qui existent
aussi en vertu du précédent numéro, les séries

Uy U+ Up+
U+ U4 o Upeny

sont convergentes pour les mémes valeurs de z et ont pour sommes
A na at? (;;), ¢'(2),, -

Soit en effet z un nombre fixe dont 1a val'eur‘ absolue X soit
moindre gue A : soit & une "variable dont la valeur absolue H
reste moindre que A — X. Considérons la série

o(z+h)=u(z+h)+w(z+h)+.. . +u(z+h)+. ..,

dont les termes sont des fonctions de . ; on a, daprés le n° 42,
un(z+h)= u,z-l— ]L+ 2 lz" :

d’ailleurs la série ©(z + ) est uniformément convergente pour
les valeurs considérées de % ; on peut donc appliquer le théoréme
du n° 37 et mettre o(z -+ A) sous la forme d’une série entiére
en /i; on aura ainsi

n=ow n=wo n=ow
h , h? ”
cp(w+h)=2 Un+ 2 u"+1-5 E Up—+. .,
n=0 n=0 . n=0

et le théoréme est démontré.

47. Supposons maintenant que, pour les valeurs de z qui salis-

font 4 la condition
. [z <A,
la série
Jug| o |+ sn [--..
soit uniformément convergente et que sa somme reste inférieure
a un nombre positif fixe, le produit

n—=wx

P(z)=]_—[(x+u,,)

n=0
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pourra, pour ces valeurs de z, étre mis sous la forme d’une série

entiére ; la fonction P(z) admet donc des dérivées. Pour les
former, on mettra le produit infini

n—=w

P(z—+h)= I ' [T+ un(z+ R)]
n=0
sous la forme d’une série entiére en A, ce qui, en vertu du méme
raisonnement que pour la série, est possible pour toutes les va-
leurs de / qui vérifient la condition

|A|<A—]z]|

On a vu, n° 40, que, dans ce développement, le coefficient de la
premiére puissance de la variable, qui est ici A, peut se mettre
sous la forme

P(Z‘)[ uy () - uy (2) \ un{@) ]7

T+ uglz)  1+u(@) O 1+ un(z)

ourvu qu’aucune des fonctions
q
14+ wy(2), 1+ w(2), ..., I+ up(®),

ne soit nulle, c’est-3-dire pour toutes les valeurs de z telles que
P(z) soit différent de zéro. On a donc, en désignant par P'(z) la
dérivée de P(z),

P'(x)= u’o_‘_'_ 12 w),

— e ————
P(z) 14 Uy I+ 1+ Uy,

et I'on voit que la dérivée logarithmigue de P(x) est la somme
des dérivées logarithmiques de ses facteurs. Si P(z) était nul, il
faudrait que l'un des facteurs, 1+ u, par exemple, fit nul; on
verrait alors sans peine que la dérivée de P(x) serait donnée par
la formule

Pl(2) = (14 @) (1= t1). . (T + Un—1)Up (T Un+1) (I Unaa). .. !
c'est encore la méme régle que pour un produit limité.

48. Placons-nous maintenant dans le cas du n° 38, ou, en con-
servant les notations de ce numéro, la série a double entrée et a
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t=ow B=w
> Dl lanpAl]
a=0 B=0

est convergente. Désignons par
ﬁ:w
Uu(z) = | @n 8| 28,
[3:0

ce que devient la série u,(2z) quand on y remplace les coefficients
an, g par leurs valeurs absolues; il est clair que les dérivées U, (),
U,(z), ... de U,(z) ne seront autres que les séries u,(z),
u,(2), ... dans lesquelles on remplace aussi les coefficients par
leurs valeurs absolues. On voit de suite que la série

termes positifs

o(z+ h)=uy(x+ h)+ u1(m+ﬁ) dvet U+ R)+. .,

ol I'on regarde 2 comme une constante dont la valeur absolue X
est moindre que A, et & comme une variable dont la valeur ab-
solue est inférieure ou égale & A — X, satisfait, elle aussi, aux
conditions (1°) et (2°) du n°® 38; en effet, chacun de ses termes
peut étre remplacé par une série entiére en % ; et (1°) si, dans la
série

h2
Py +.oo= Up(2+ R),

h p
un(®) + u;L(.:v)-I— —+ tp(2) 7

on remplace les coefficients des puissances de / par leurs valeurs
absolues et 4 par A—X, on formera une série dont les termes
seront respectivement moindres que les termes correspondants de
la série

(A —X)

PPy +...=U,,(A)=‘n,;

Un(X)+ U0 2% o)
d’ailleurs (2°) la série

Ap+ A+ . —A,+...

est convergente. Dés lors, on peut appliquer 4 la série qui repré-
sente ¢ (x + A) et au produit infini

n=ow»

P(z+ k) =H[r+ Un(z + R)]

n=0
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les résultats obtenus dans les n° 38, 41, et 'on a ainsi établi,
sans s’appuyer sur la proposition générale du n° 37, que les séries

wy(z)+uy(z)+...+up(x)+..
ug (@) +ui (@) +. ..+ up(z) +..

..................................

sont absolument convergentes tant que I'on a |z | <A, qu'elles
représentent les dérivées ¢/(z), ¢"(), ... de la série ¢ (z) et que,
en supposant toutefois P(z) différent de zéro, la série

w(z)  _wi(=) up (2)
1+ u()  1+w(z) T I up(@)

est absolument convergente dans les mémes conditions et repré-
sente la dérivée logarlthmlque de P(z).
Il est aisé de voir, en outre, que la série

uy () +uy(z)+...+up(@)=+...

satisfait aussi, ainsi que les dérivées suivantes de ¢ (z), aux con-
ditions (1°) et (2°) du n°® 38, pourvu qu’on remplace A par A —,
¢ étant un nombre positif aussi petit qu’on le voudra.

Enfin, en vertu de remarques faites dans les n° 38 et 41, des
conclusions pareilles s’appliquent aux séries et produits infinis
que 'on peut déduire de la série o (z) ou du produit infini P(z)
en groupant les termes ou les facteurs de cette série ou de ce
produit.

49. Voici encore une conséquence du n° 37. Soient

f(.y)= ay—+ ai}’ .ot an,}’”“".. .
9(2)=bo+ b1z +...+bpan +. ..

deux séries entiéres, la premiére en y, la seconde en z.
Supposons, en désignant par A et B deux nombres positifs,
que pour les valeurs de z qui vérifient la condition

[z <A,
la seconde série soit absolument convergente et que I'on ait

lo(z)|<B
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supposons, de plus, que la premiére série soit absolument con ver-
gente pour ¥ = B.

La premiére série, quand on y regarde y comme égal & v (z),
est uniformément convergente pour toutes les valeurs de z qui
satisfont 3 la condition |z | < A ; d’ailleurs [¢(2)]?, pour ces va-
leurs, 4 cause de la régle de multiplication des séries, peut étre
mis sous la forme d'une série entiére en z ; il en est donc de
méme de la fonction f¢ ()]

En particulier, on se trouvera dans le cas du n° 38, si la série
a termes positifs

|b°l+lb1Al+---+|b,,A”l—}—,,_

est convergente et a une somme égale ou inférieure a B.

50. La proposition précédente montre que I'inverse d’'une série

entiére en z
R(z) =co+ 1T +...+ Cr@P+. ..,

convergente sous la condition
lz| <G,

ot G est un nombre positif, peut elle-méme étre mise sous la forme
d'une série entiére en z, quand le premier coefficient ¢, n’est pas
nul.

On peut, en effet, poser

Y =C1%+ CaZi+...+ ChB+.. .,

puis écrire

LS SRS SN A G aid
T@)  atr @ e g
pourvu que l'on ait
lyI<leol;

on peut d’ailleurs déterminer un nombre positif D <G, tel que,
sous la condition
|z|<D
on ait
lyI<E<lel,
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K étant un nombre positif; cela résulte de la continuité de la
série
CoZ + C1 22+ . A Cp X+ ..

dans le voisinage de z = 0. Dés lors, on voit que, pourvu que z
soit moindre que D en valeur absolue, les conditions requises
pour I'application du théoréme du numéro précédent sont véri-
fiées, et, par conséquent, pour ces mémes valeurs de z, 'inverse
de ®(z) est elle-mé&me une série entiére en z.

Il en sera de méme du rapport

@1(.%)-’ .
2(2)

olt @, (x) est une autre série enliére en z, convergente lorsque
Pon a |z]| < D, comme on le voit en multipliant les deux séries

CAEDP 'CE—(I;);

au surplus, pour trouver les coefficients de la série égale au rap-
port considéré, on pourra, au lien d’appliquer le procédé précé-
dent, employer la méthode des coefficients indéterminés ou effec-
tuer la division comme s'il s'agissait de polynomes ordonnés
suivant les puissances ascendantes de 2.

Des considérations d’une autre nature montrent que le cercle
1

o2 est la

de convergence de la série entiére en z qui est égale 2

plus petite des valeurs absolues des racines de I’équation ®(z)=o.

IV. — Continuation des fonctions.

31. Les paragraphes précédents montrent comment la considé-
ration des séries entiéres donne naissanee a des fonctions de z
continues, admettant des dérivées. Toutes ces fonctions, obtenues
par des séries entiéres, ou des combinaisons, en nombre fini ou
infini, de ces séries, se raménent elles-mémes & des séries en-
tiéres, et se trouvent toujours, & moins qu’il ne s’agisse de fonc-
tions transcendantes entiéres, enfermées dans un cercle, le cercle
de convergence de la série finale. Il nous reste & montrer com-















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































